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《吉米多维奇数学分析习题集》是最为经典的微积分习题 
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本书适用于正在学习微积分的大学生和需要提高自己数学 
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前 言 

当年学习数学分析时，我们和很多同学一样，慕名选取《吉米多维奇数学分析习题 
集》（以下简称为《习题集》）来训练和检验自己的解题能力，巩固和加深对课程基本 
内容的理解.在使用该书中，有的题在通过艰苦的思考后有所收获，有的题需要请教老 
师或同学才能解决.从中我们往往发现困难的原因，有的是由于知识的不足，而更多的 
则是思维能力的欠缺和数学方法方 面的® 乏. 

工作后我们有幸从事数学分析课程的讲授，在多年的教学实践中对于学习解题的 
重要性有了更深的体会.仅仅将解法表达清楚还只是第 一步， 关键是使得学生在解题的 
思考过程和方法方面有所收获，而这也是数学分析课程必然要承担的任务. 

无独有偶，高等教育出版社的赵天夫编辑也有上述类似的观点.他约请我们为最新 
版的《吉米多维奇数学分析习题集》（根据俄文2003年版翻译）编写学习指引，这就是 
本书（以下简称为《指引》 ） 的由来 • 

在《习题集》中既有为初学者而设的入门题，也有达到考研水平的难题，既有理工 
科都需要训练的基本计算题，也有理科教学中必须学习的证明题,此外还包含了许多有 
趣的应用题，因此该书具有特别巨大的读者群体.为此我们在编写这本《指引》时必然 
要考虑到不同层次读者的不同需要.一方面，如达•芬奇教学生画画时从画蛋入手，“千里 
之行，始于足下”，《指引》的每一节都从基本题和基本的思维方法开始.另一方面，在 
本书中力求不回避任何困难，因为解决《习题集》中的部分较难习题的过程正是培养 
独立思考和发挥自己的创造才能的极佳机会.此外，为提供新的工具或解决某些问题的 
需要，本书还增加了若干命题.我们希望本书对于从初学者直到已经学过微积分的许多 
不同读者都能提供适当的帮助. 

“授人以鱼不如授人以渔”.在讲解习题的解答时，我们希望回答“它是如何想出来 
的”，这样才不至于做了一百道题之后还不知道如何去解第一百零一道题.当然这在很 
多情况下是几乎不可能完成的任务，但我们仍然努力从多个方面去接近这样的目标. 

《指引》中选择了部分题写出解答，或只作分析，其目的是为了介绍方法，而不 
是“就题论题”地列出其答案.一方面，我们要求一法多用，而且还希望突出方法的出发 
点、其中所用的技巧或者其背后的数学思想.另一方面，对于很多题我们又给出一题多 
解，特别是在解法的简洁易懂和生动有力方面下功夫.这是为了从多种角度去探索问题 
的核心所在，在寻找更完美的解法中提高对数学的鉴赏水平以及我们自身的思维能力. 

在《习题集》中有各种类型的题，其中还包含了许多基本定理.读者很需要了解它 
们的意义.在《指引》中经常通过注解等形式对习题解释其意义，点明其来龙去脉，指 
出在《习题集》内部的前后关照，以及说明它们与数学分析以外知识的联系. 

《指引》重视通过直观的几何图像发展形象思维的能力.凡是几何思维对揭示问 
题本质有益之处尽可能配以相应的插图.第一册中的插图总数超过180幅,此外还有两 
个附录中的300多幅的函数图像.所有图形都用 PSTVicks 软件绘出. 
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《指引》（以及任何其他题解书）的成功使用当然需要有读者的配合.希望读者在 
看习题解答之前自己先做，做出更好的解答.书中的解答未必很好.一个人的学习是不 
可能由别人代劳的.数学是“做”懂的，而不是“看”懂的，只看解答而不动手做题则只能 
是一无所获.做习题的主要目的除了获得知识之外，更在于学会独立思考和培养独立研 
究的习惯与能力. 

本书请苏州大学有几十年数学分析教学经验的资深教师卫瑞霞和吴茂庆担任审阅， 
他们校核了初稿中几乎全部的解法和计算，对许多内容提出了修改意见和建议，这对于 
提髙书稿的质量极为重要，特此表示深深的谢意. 

在本书的编写中利用了大最的书籍和论文，其中包括《习题集》已有的多种题解， 
特此对所有参考文献的作者表示衷心的感谢. 

《指引》的成功出版有赖于髙等教育出版社的大力支持，其中特别要感谢策划编 
辑赵天夫同志、责任编辑李鹏同志、资深数学编审郭思旭老师和分社社长林梅老师.他 
们对本书稿件进行了深入细致的编辑和加工，纠正了原稿中从数学、文字直到排版上的 
许多错误和不妥之处，对于提高本书的质量起到了非常重要的作用.对于他们的出色工 
作和对本书所倾注的热情，我们深表感激. 

由于我们的学识有限，从如何为一本丰富多彩的经典习题集编写学习指引的角度 
和所提出的目标和希望来看，这本《指引》必然还很不成熟，其中一定还会存在错误与 
疏漏，恳请读者批评指正. 


沐定夷谢惠民 
2010年3月31 口 
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第一章分析引论 

内容简介 这一章的目的是为进入微积分学作准备工作，其中包括实数、函数概念 
与图像、数列极限与函数极限、连续函数等内容. 


§1.1 实数（习題 1—40) 

内容简介 本节的习题可分为以下 部分： 数学归纳法与若干恒等式和初等不等 
式、有理数集的戴德金分割与实数的定义、确界定义与性质、与绝对值有关的不等式和 
等式、绝对误差与相对误差.按照以上内容分小节叙述.最后的补注小节解答较难的习 
题，对数学归纳法作补充，并证明本书将经常使用的平均值不等式. 

1.1.1 数学归纳法（习题 1-10) 

数学归纳法是本书所用的基本方法之一. 

这里的习题1 -5 是关于正整数 n 的恒等式，习题6 10是关于 n 的不等式，它们都 
是髙等数学中经常使用的结果，也是学习数学归纳法的好材料. 

由子数学归纳法是中学数学的必修内容，这里不再对它从头开始作介绍，而只是作 
一些补充. 

数学归纳法是用于数学证明的一种工具.凡是与正整数 n 有关的命题，不论是恒等 
式还是不等式，都有可能用数学归纳法给出证明.如果证明成功了，则就认为该命题在 
数学上已经确认为真.但是与正整数有关的命题也有很多不能用数学归纳法给出证明， 
这就是说数学归纳法不是万能的. 

作为复习，下面先举中学数学教材中的一个例题，并在附图中画出它的几何意义. 

例题证明从1开始的前 n 个奇数之和恰好等于 n 2 . 

解这就是要证明与正整数 n 有关的下列恒 等式： 

1 + 3 + 5 + • • • + (2 n - i ) = n 2 . (1.1) 

按照数学归纳法的规定，分两步来做. 

(1) 当 n = 1时， (1.1) 式的两边都是1，因此成立. 

(2) 假设当 n = A : 彡1时 （1.1) 成立，即己经有 

1 +3 + 5 + ... + (2 fc —1) = A : 2 ， 



那么当 n = A :+ l 时就有 
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1 + 3 + 5 + “ • + (2 A : — 1) + [2 (/c + 1) — lj 


=1 + 3 + 5 + …+ (2fc - 1) + (2* + 1) 

= A: 2 + (2fc+l) = (A: + l) 2 . 

可见 n = A: + 1时 (1.1) 也成立（附图中的阴影区的面积就是 2A: + 1). 
根据数学归纳法原理， (1.1) 对一切正整数 n 成立 .口 


数学归纳法只是证明的工具（之 一)， 但并不是发现命题的方法.数学归纳法要证 
明的命题是什么地方来的？这与数学归纳法完全是两回事.这些命题往往可能是一 
种猜测，即从许多个别例子归纳出来的.上述例题中所要证明的恒等式很可能就是从 
1 + 3 = 2 2 , 1 + 3 + 5 = 3 2 等等“归纳”得到的，或者说猜 到的. 这里重要的是不要将数 
学归纳法与平时经常使用的“归纳”方法相混淆.后者是从特殊到一般的一种广泛使用 
的推理方法.归纳得到的结论可能正确，也可能错误. 

本节的前5题与上述例题相同，即是要证明以下恒 等式： 



+ 2 + 


— n(n + 1) 


1 2 + 22 + ... + n 2== IL ( n _ tD 6 ( 2n ± 1 _ ) .， 


13 + 2 3 + …+ n 3 = (1 + 2 + …+ n) 2 , 


1 + 2 + 2 2 + • • • + 2 71 " 1 = 2 n - 1， 


(a + 6)I n l = ^ C>[ n-m 】 6 ㈣. 

其中最后一题中引入了数学分析中不多见的特 《?记°号 

= 1 ， aW = a(a 一 /i) • • • {a — （n — l)/i], 

该题的证明较难，初学者可暂时跳过，本书将在最后的补注小节中给出它的解答.对于 
初学者来说，首先应当掌握的是 h = 0 时的特殊情况.这时上述恒等式就成为牛顿二项 
式定理（或二项式公式).这也是习题5中列出的后半题.下面给出它的证明供参考. 


习题 5 (后半题） 证明对实数 a , 6和任何正整数 n 成立 

(a + b) n = C^a n + C> n-1 6 + …+ C ； a n - r 6 r + .. • + C^b n . 

解 在这里采用高等数学中常用的求和简缩记号，这就是将上述恒等式记为 

n 

( a-f = (1.2) 

fc=o 

n = 1 时，恒等式 (1.2) 显然成立.现假定该恒等式于 n 时成立，则对 n + 1可以作 
如下计算®: 

①本题的写法是常见的，即从 n 时命® 成立推出 n + 1时命题也成立，这与从 n = k 时命题成立推出 
71 = fc + 1时命题也成立的写法是同样有效的.只是前者不必引入 A :, 比较简明一点.特别在本题中不等式 
内部已经用了符号 A :， 因此更为合适.否则就要再选定一个符号，例如然后按照从 n = i 时命题成立推出 
n = i + 1 时命题也成立的方式来写了. 
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n 

(a + b ) n+1 = ( E C n ^ k b k ) • (a + 6) 

fc =0 

n 

= Cn {^ k ^ l b k -f a n ~ k b k+l ) (1.3) 

fc =0 

= Y 1 C ^ a n - fc +1 b fc + ^ C fc - I a n ~ fc +1^ (1.4) 

k =0 k=l 

n 

= C ° n a n+l + + c ^- 1 ) a n - fc +1 6 /c + C ^6 n+1 

k=l 

= E C n + l an+1 ~ V - D 

fc =0 

注意其中的两个技巧 ：（1) 先将 (1.3) 写成两个和式，然后将其中的第二个和式的指 
标 A ： 换为 A / - 1，因此当 fc 从0到 n 时， fc ' 从1到 n + 1，然后又将 fc ' 记为 fc ， 这样得到 
(1.4); (2) 利用杨辉恒等式（其中 l ^ k ^ n ) 

C ^ CX 1 . (1.5) 


注杨辉恒等式 （1.5) 是中学数学己有的内容，这里重复一下.它可以从组合数的 
计算公式直接推导如下： 




n! 


n \ 


k\(n - k )\ (k - l ) l{n - k + 1)\ 


n! 


/c!(n-fc + l)! 
(n+l)! 


• (n - A: + 1 十 fc) 


k\(n + 1 — A :)! 

另一种证明方法是从组合数的定义出发.为了求出从 


1个不同元素中取出 


k ( l ^ k ^ n ) 个元素的所有组合数，我们可以取定其中某一个元素，记为 ci , 然后将所 
有的组合分为两类，第一类是不含 a 的组合，它一共有 Ct 种，第二类是含 a 的组合，它 
一共有 Ct 1 种.可见 (1.5) 成立. 


习题6和7中的两个伯努利不等式是今后常用的基本工具， 


习题 6 (伯努利不等式） 证明 

(1 + Xi)(l + 0 ： 2)… (1 + 2：„) > 1 -f Xi -f X 2 + • • • + X n , 

其中 Xi , X 2 , ••- , x „ 同号且大于一 1. 

解 用数学归纳法.当 n = 1时两边相等，因此结论成立. 

现假设该不等式于 n = k 时成立，则对于 n = k ^ l 可作如下 推导： 

(1 + Xi)(l + X ^) … （1 + Xk+l) ^ (1 + Xi + X2 + …+ Zfc)(l + Xfc+1) 

=1 + 工 1 + X2 + …+ 工 fc+1 + ( 工 1 + …+ Xk)Xk-^l 
彡 1 + Xi +…+ 3 ：灸十 1 •口 
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注注意关于而= 1，2, •…， n ) 的关键条件，首先是都大于 -1, 其次是同号，两 
者缺一不可.前者保证了不等式左边非负，后者的重要性可以看 n = 2. 这时不难看出, 
若:< 0,则只能成立相反的不等式 

(1 + 4- X 2 ) = 1 + + 12 + X\X2 < 1 + n：i + a ： 2. 

可以看出，下面的习题 7 中的不等式是习题6中的不等式的特例，它也称为伯努利 
不等式问.若其中 x ^ O , 则可从二项式公式推出.今后会发现，使用习题7中的不等式 
的机会要比习题6中的不等式多得多.为此我们给出它的独立证明. 

习题 7 (伯努利不等式） 证明， 如果 a : 〉-1,那么不等式 

(1 -h x) n > 1 + nx (n > 1) 

成立，当且仅当 : r = 0 时等号成立. 

解 用数学归纳法.对于 n = 2,有 

(1 + x) 2 — l-f2x-f-a: 2 >l + 2xj 
当且仅当 z = 0时等号成立. 

现设 n == A : 时不等式成立，则当 n = /t + 1时有 

(1 十 : r) fc+1 =(l+rr) fc (l+x) 

彡 （1 十 A;x)(l 十 x) = 1 + (A: + l)a: + /ca: 2 

> 1 + (/c+ 1)1 ， 

同样从归纳假设和上式推导可知当且仅当 x = 0 时等号成立 .口 

注这里有一个意外，当- 2 < a: < -1 时本题的伯努利不等式仍然成立.证明留给 
读者- 

下面结合数学归纳法的使用同时介绍在数学证明中的分析法和综合法. 

先看习题 9(b). 


习题 9( b ) 证明不等式 


1 3 

um • —* 

2 4 


2 n - 

2 n 


< 


V 2 n + 


( 1 . 6 ) 


对 n = 1 可以直接从 I < 看出，因2 > x /5 是明显的. 


解1 (分析法） 

现设 n = A : 时不等式已经成立，则当 n = + 1时需要证明下列不 等式: 

3 2 fc - 1 2 (fc + 1) - 
• .. 2 (fc + l ) 


4 


2k 


< 


—== L =. (1.7) 

^/2(々 + 1) + 1 

由于对 (1.7) 左边的前 A : 个因子的乘积可以用归纳假设，因此只要能够证明以下不 
等式即可： 1 2 (fc + l )-： 


< 


(1.8) 


V 2 F +1 2( A : + 1) /2(* + 1) + 1 

这个不等式是否成立并不明显，但我们可以将它两边平方后来观察，这样就得到与 (1.8) 
等价的 
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1 (2fc+l) 2 1 

2kTl' (2fc + 2) 2 2fcTT- 

这里已经可以看出 (1.9) 又等价于 

(2 fc + l )(2 fc + 3) < (2 fc + 2) 2 , 

而将上式两边展开就知道它是成立的.回溯上面的讨论，从 

(1.9) 々=> (1.8) => (1.7) 

可见证明己经完成① .口 


(1.9) 


上述证明是典型的分析法.它的一般模式 如下： 设条件为 A 结论为 B ， 为了证明 
A =^ B , 设法寻找 C ， 使得 C =令 B (或者 C <=> B ). 然后只要设法证明 A=>C 
即可.如果做不到，还可以将以上方法继续用下去.当然这不是一定能够成功的方法，但 
确实是一种常用的思维方法. 

与此相对的是综 合法. 为了证明 /14 S ， 设法寻找 C ， 使得 C (或者 
A ^=> C ). 然后只要设法证明 C => D 即可.如果做不到，还可以将以上方法继续用 
下去.当然这也不是一定能够成功的方法. 

由于分析法往往过程很长，说起来也可能比较啰唆，因此在书刊中的多数证明是用 
综合法写的.由于它往往不是实际的思维过程，而像是事后的总结，因此容易使读者奍 
愤之后仍然不知道“这是如何想出来的”. 

分析法和综合法的起源很早，读者可以在古希腊数学家帕将斯的《数学？ I :编》中 
找到对它们的论述（其中译文见的193页). 


现在按照综合法写出习题 9( b ) 的第二个证明. 

解2 (综合法）对于 n = 1同解 1. 现设 n = A 时不等式 (1.6) 已经成立，则当 
n = fc + 1时就有 


1 3_ 2 fe - 1 2( fc + 1) - 1 1 2 fc+l 

2 4 2 k 2 (Ar + l ) VWTl ' 2* T 2 


其中最后一步利用了显然成立的不等式 





( 2 k ^ l ){ 2 k + 3) = (2 fc + 2) 2 - l 2 < ( 2 k + 2) 2 . □ 


《习题集》中的习题 1-10 是学习数学归纳法的最基本材料，凡是对此不很熟悉的 
初学者都应当将它们做出来.这对于髙等数学的进一步学习大有益处. 

最后给出新版中增加的习题10的4道小题的 解法. 在本节最后的补注小节中还会 
对于其中的三道题给出不用数学归纳法的解法，以供比较. 


习题 10( a ) 证明不等式 


0 在证明 (1-8) (1.9) 时，利用了在 x ， y 彡0 的前提下， x < y ^ x 2 < y 2 等价. 




解对于71 = 2可以从 

1 + -4- > \/2<= 
V 2 

直接看出成立. 

现设 n = A : 时成立，则对 n = A : + 1就有 


\/2 + 1 >2 


—i —— | -1—— 

W Vk 


k^vhr >yrk ^7m 


\/fc + 1 

> , 1 — • (VX 2 +1) = VkTT. 

Vk + 1 


习题 10(b) 证明不等式 


n n+1 > (n + l) n (n ^ 3). 


解对 n = 3 即是 3 4 = 81 > 4 3 = 64 ( 对 n = 2 不等式不成立). 

现设 n = / t 时不等式成立，于是我们需要证明的是 n = k + l 时成立不等式 

(* + l) fc+2 >(it + 2) fc+1 . (1.10) 

为了利用归纳假设 矽 +1 >( A : + 1 产 ，将 （1.10) 的左边乘除 M + 1 ， 即可推导 如下： 


. ㈣ 、(竿 ) 


fc+i 


k 2 + 2 k 


\ fc+i 

1 =(* + 2 严•口 


习题 10( c ) 证明不等式 

n n 

|sin ([x fc )| < [sinx fc (0 ^ x fc ^ 71, A; = 1,2,• • • ,n). 
A;=l k 二 1 

解对于 n = 1 由于 0 < m < 71，因此 sin a > 0,不等式以等号成立. 
现设 n 时不等式成立，则当 n + 1时就有 


n+1 n 

| sin ( Z ^)| = | sin ( Z ^ 


+ Xn+l 


n n 

=I sin f cosx n+ i + cos (E ： c fc ) sinx n+ i 

、 k=l ^ k=l 

n n 

^ I sin f y^x/c) cosx n+ i| 4 - | cos ( Xk ) sinx ^+i 

fc=l fc = l 

n n+1 

♦0)1+1 sinx n ti | < sinxfc . 
k=l k^l 

这里最后一步利用了 n = k 时的归纳假设，还利用了 0 < x n+ i <71时 sinx n + i ^0. □ 



习题 10( d ) 证明不等式 


(2 n )! < 2 2 n ( n !) 2 . 


解对/1=1不等式就是2<4. 

现设 n = fc 时不等式成立，则对 n = fc + 1就有 

(2(A+1))! = (2*)! • (2* + 1)(2* + 2) 

<2 2 fc (*!) 2 .(2* + l )(2 fc + 2) 
< 2 2 k ( k \) 2 • (2 k + 2) 2 

= 2 2 ( fc+1 )[(fc + l)! 卩 •口 


1.1.2 有理数集的分割（习题 11_13) 

习题 11-14 是配合用戴德金分割方法建立实数系而设置的练习题.关于这个理论的 
详细论述见三卷本的经典著作问的绪论（长达27页).实际上《习题集》在很多方面 
就是与这套教科书（中的部分内容）配合使用的习题课教材. 

下面给出习题11的解答，它有助于对戴德金方法的理解. 

习题 11设 c 为正整数，且不是整数的完全平方数、而 A / D 是确定实数 v / a 的分 
割， 其中万 类中的 IH 有理数6都有6 2 > C ，而类中是所有余 r 的有理数.证明，在 
类中没有最大的数，而在 B 类中没有最小的数. 


解由于 c > 2,因此就有1 € A 于是4中的非正数不会是4的最大数. 

现设 a e 4且 a > 0. 我们设法来找一个正整数71，使得 a + | e 冷从而也就证明 
了 A 中的 a > 0不会是力的最大数.综合以上就知道 A 中没有最\数. 


现在的问题是如何找出这样的 n . 从 

a+ + “㈡ «) 2 < 一 。 2 + 誓 + 含“ 

可以看出，只要解一个二次三项不等式就可以得到所需要的 n . 然而还有更简单的方法， 
这就是利用 


a2 ^ + ^ <a2 ^ + ± <c 


2<i 

c 一 a 


< n . 


可见只要 n 充分大就一定能够满足 a -^ feA 的要求. 

对于 B 中无最小数的证明是类似的 n 设正有理数 b e B ， 我们来证明一定存在某个 
正整数 m ， 使得6 - ^ 由于 S 中的数都是正的，因此首先要求6 > +,也就是 

说要求成立 m 〉 然后从 


> C 


b 2 — 


b ^±eB<=>(b-^) >C<=>6 2 
可以 看出， 与其求解最后一个二次三项不等式，不如写出 


> C 


6 2 - — + ^ 2 - > 6 2 - — > c, 
m rn z rn 

然后取就足够了. 

综合以上，对只要取 



就足以保证有& - ^ e 5 .因此 S 中没有最小数 .口 

由此可见，若从几何上将所有有理数与解析几何中的数轴上的点 一一 对应起来，则 
在乂和 B 之间就出现了一个空隙.这个空隙的位置当然就是 实数^ 应当占有的位置. 
这就是戴德金的分割方法的几何意义.在有理数集 Q 中，用戴德金分割的方法引进无理 
数后即可建立起实数集 R . 

今后将引入四则运算和大小关系的有理数集 Q 和实数集 R 分别称为有理数系和实 
数系.这里有一个重要事实.即若在实数系中继续用戴德金分割方法，则不能产生新的 
数和数系.这就是下面要叙述的戴德金定理. 

首先定义 R 中的分割.设将实数全体划分成 A 和 B 两个子集，且满足以下 条件: 
(1) 两个子集均 非空； （2) 每一个实数必属于且只能属于一个 子集； （3) >1 中的任何一个 
实数均小于 B 中的任何一个实数，那么就将这样的划分称为是实数系 IR 的一个分割， 
记为 A/D, 并称4为下集，称 Z ? 为上集. 

戴德金定理 对于实数系 R 的任何一个分割 A/B 、 这时或者上集《有最小数，或 
者下集4有最大数，二者必居其-一. 

习题 12-13 也是用于学习戴德金分割方法的 习题. 读者应当在学习问的绪论或类 
似的材料的基础上来做这两个习题.习题 14 有特殊困难，将放在补注小节的最后讨论. 

1.1.3 确界的定义与性质（习题15- 20) 

在做这几道题之前当然首先要知道确界的定义及其最基本的性质.为读者方便起 
见，简述如下. 

我们知道，一个实数集合（今后简称为数集）可以有上界但没有最大数，同样可以有 
下界但没有最小数，例如开区间 (0,1) 就是如此. 

然而若数集久有上界，则比上界大的数都是久的上界.可 以证明 （见习题 15), 在 
X 的所有上界中一定有最小数，也就是 X 的最小上界.我们称它为 X 的上确界，记为 
supX (参见下面的示意 图). 


inf X 是最大下界 supX 是最小上界 



关于上下确界的附图 
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于是若 JW = supX , 则对于任意一个正数 
e > 0,数 M - e 比 M 还小，因此它不可能 是义的 
上界.这表明至少有一个 z € X ，满足 x > M -二 
这就是上确界的最基本性质（参见右图). 



M = sup 入 



对每个 e > 0,有 : r € X ，使得 a ： > M _ e 


关于上确界性质的附图 


又将数集 X 无上界记为 supX = + oc . 于是上确界对任何非空数集都有意义，只 
不过说一个数集尤的上确界为正无穷大就是 A ： 无上界的同义语. 

与上确界类似，也可给出下确界的定义及其基本性质.简述之，有下界的数集 X 必 
有最大下界，记为 m = iniX . 于是对任意一个正数 e > 0, m + e 比 m 还大，它不可能 
是 X 的下界.于是至少有一个数 x e X ,使得 rr < m + e (请读者仿照附图作出解释下 
确界的基本性质的示意图). 

又将数集 X 无下界记为 infX = - oo . 

现在我们来看《习题集》中关于确界的第一个习题，即习题 15. 实际上它不是什么 
练习题，而是一条基本定理.为此我们给该题加上说明其内容的 标题： 确界存在定理. 


习题15 (确界存在定理） 证 明：所 有下方有界的非空数集有下确界，所有上方有 
界的非空数集有上确界. 

学过数学分析的读者都知道，这是实数系的基本定理之一.说它是实数系的基本定 
理，这是因为只有在建立了实数系之后才成立这个结论.下面的证明也是建立在戴德金 
定理的基础上的. 

习题 15 的解 只写出后半题的证明.前半题留给读者. 

设 X 是有上界的数集，于是集合 

B = 的一个上界 } 

非空，且以 X 中的任何一个数为其下界.然后定义 

A = {xeR\x^ B}. 

不难看出这样定义的木 G 满足戴德金分割中的前两个条件.下面验证它也满足第三个 
条件 • 若 a € A & € 则由于 a 不是 X 的上界，因此存在某个 a ; € X ，使得 a < a ;. 于 
是就有 a < x ^ b 成立. 

这时的一种可能性是5有最小数，也就是 X 有最小上界，即已经证明存在 sup X . 
另一种可能性是4有最大数.将它记为 a . 这时可以证明每一个 a : G X 都有 
a : 彡 a , 否则，若某个有 xo G 久，且抑> a ，则 a ： o 和都只能属于仪另一方面 

从 < x 0 eX 可见不是 X 的上界，因此与它属于 B 相矛盾. 

于是我们已经 证明： 若4有最大数，则这个最大数也是 X 的上界.这表明它也属 
于 B . 这与 >4是 S 的补集相矛盾.因此这种情况不可能发生. 

于是按照上述方式定义的数集 J 5 —定有最小数，因此 X —定有最小上界，即 X 存 
在上确界 .口 


注从《习题集》的安排来看，习题15的求解用戴德金分割方法是自然的.若读 
者所用的教科书不是用戴德金分割理论来建立实数系，本题当然还可以有其他解法. 

下面给出习题16的解. 

习题 16 证明： 所有的有理真分数$ (其中 m 和„是正整数，且 0 < m < n ) 的 
集合没有最小的和最大的元素，求这个集 S 的下确界和上确界. 

解1如左图所示，将所有有理真分数$中分母相同的按照 

分子递增次序从左到右排成 一行， 再按照分母的递增次序自上而 

下排列各行，这样就得到图中的三角形.在附图中列出了 n 行. 

考虑分母< n 的所有有理真分数.从图可见，每行中最左（最 

右）元是分母相同的有理真分数中的最小（最大）数，于是最后一行 

中的最左（最右）元就是这些最小（最大）数中的最小（最大）数.它 

们分别是1和 

n n 



于是就得到下列不 等式： 

(LU) 

由此可见只要增大分母，例如取分母为 n +1, 就有 f ，同时又有 f < 
因此可知真分数全体的集合中没有 m 小的数，也没有最大的数. n 

n + 1 

由于真分数在0到1之间，对任意给定的0 < 6 < C < 1，只要 n 充分大，就可使 
去 < 6, ^- = 1 一士 > c ， 因此可知所有真分数集合的下确界为0,上确界为1 .口 

Tv Tl Tb 

解 2 利用不等式 ^ 

巫去 f > !， (1.12) 

可见真分数中没有最大数. 71+1 n 


又从 





(1.13) 


可见真分数中没有最小数.关于真分数全体集合的上下确界的讨论与解1相同 .口 


注解2中所用的不等式 (1.12) 的正确性没有问题.只要交叉相乘就发现它等价 


于0 < m < n . 同时与解1类似也可以从几何上对它作出形象化的解释. 


如右图中那样考虑正整数坐标的格点 （ n ， m ). 由于0< 
m < n , 这些格点都在第一象限内，且满足0 < 2 / < rr ， 即图中 
的阴影区. 于是0< 岢<1 就表明连结每个格点到原点的直 
线段的斜率必定大于而小于 1. 问题是证明在所有这些斜率 
中没有最大数和最小数. 

在图中以示意的方式分别作出了连结格点 （ n ， m ) 和 （n + 



l ， m + 1) 到原点的两个直线段.它们的斜率满足不等式 (1.12) 
所示的关系. 


习题16的附图2 


习题 17-20 是对于确界基本性质的练习题，从略. 





1.1.4 含有绝对值的不等式（习题 21-30) 

关于实数的绝对值的定义如下.如果 x 是实数，那么按照 

闳=卜’ x <0, 

I x, x ^ 0 

定义的非负数称为： r 的绝对值 |x|. 对于一对实数 rr, %我们又称 |a: - ?/|为实数: r 和以 
之间的距离.这里显然己经将实数 z 和2/等同于数轴上的两个点来考虑了.于是 |:r| 也 
就是数轴上点 x 到原点 O 的距离.这些对于今后考虑与实数有关的问题时都是很有用 
的几何概念. 

关于绝对值的最基本性质是三点不等式（也称为三角形不等 式)： 

I工+ 2/1 < M 十 M. (1.14) 

它刻画了数轴上点 x , y，x + y 与原点距离之间的关系. 

三点不等式还有一种常用的 变形： 

\ x ^ y \^\ x \-\ y \. 

为此只要写出 |a:| = |(x -I- ?/) - 1/| ^ |x 4- y| -f | - ?/| = |x -f- 2/| + \ y \, 再移项即可. 

这一部分的第 -题是 三点不等式的推广，其中的小题 （a) 也可称为三点不等式. 

习题21 (三 点不等式的推广） 证明不 等式： 

( a ) \ x - y \^ \\ x \ - | 2 /||; 

(t)) Irc + n+ ... + x„| > |rr| - （ la^l + … + |〜|). 

解 （a) 由三点不等式 (1.14) 有 jx| = |a: - y + y| O _ J/| + |y|， 然后移项得到 

I 工一 y| > W - M. 

交换 X 与 y 后又得到 \ x - y \^\ y - x \^\ y \-\ x \. 合并即可. 

(b) 用三点不等式 （1.14) 可以有 

|叫= |(X + A + . • . + X n ) —（工1 + • • • + X n )\ 

^ |x -f Xi -f • • • + X n | + |Xi 4- + X„| 

彡 |x + xi + … + a: n | + |xi| + - h |x n |, 

移项即可 .口 

注在上述证明中还利用了三点不等式的另一个（平凡的） 推广： 

| 工 1 + …+ a:„| < |a ： i| -h • • • 4- |x n |. 

这在 n = 2 时就是三点不等式，而当 n > 2时可以用数学归纳法给出证明.从略. 

以下的习题 22-29 都是求解带有绝对值的不等式.其中最为基本的事实 是：当 
a>0 时有以下等价 关系： 


|x| ^ a <=^ —a ^ x ^ a, 

|x| ^ a <=> re 彡 a 或 x < —a. 
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其中彡和 > 改为 < 和 > 时也成立. 

考虑到目前中学数学的选修课中已经有这方面的内容，下面只对习题 26 作出解答. 
它的解法很多.从中读者可以看到，问题在于如何克服取绝对值所带来的困难，所介绍 
的几种方法都从不同的角度出发克服了这个困难. 


习题26解不等式+ 2| + |:r _ 2| < 12. 


解 1( 用绝对值的几何意义） 如附图1所示， 

| 工+ 2|是点: r 到点-2的距离， |:r _ 2|是点 rr 到点 
2的距离，问题是证明它们的和不超过 12. 

当 rr 在[-2, 2 j 中时上述要求显然满足，因此 
只要考虑 re > 2和 re < —2. 

当 x > 2时，从这两个距离之和减去4 (即点 -2 到2的距离）之后就是 x 到2的距 
离的两倍.从12减去4后除2得4,可见 : r < 2 + 4 == 6即可. 

山于不等式左边关于原点对称（即是 x 的偶函数)，因此答案为 -6 < z < 6 .口 

解 2 (采用分段处理方法去掉绝对值号 ） @利用不等式左边在绝对值号下的两个 
线性函数的零点为-2和2,就可以将实数全体分成为三个区间 

(一 oo ，一2]，(—2,2), [2, + oo ). 

然后在三个区间上分别求解不等式.这时在每个区间上都可以去掉绝对值号. 

对第一个区间 (-00,-2], 不等式变成 

一 x — 2 + 2 — x = — 2 a : 彡 12， 

即得到 a ； 彡一 6. 于是解为 [-6,-2]. 

同样可以在 （- 2, 2) 上解不等式 

: c + 2 + 2-x 彡 12 ， 

即当 z € (-2,2) 时不等式总是成立的. 

最后在 [2,- foe ) 上不等式变成 

a: + 2 + x — 2 = 2z 彡 12 ， 

这样得到解为 [2,6]. 

合并以上讨论，得到答案为-6 0： <6 .口 

解 3 (用平方的方法消除绝对值号） 将不等式两边平方，得到不等式 

工 2 + 4 x + 4 + 工 2 - 4 ；r + 4 + 2 lx 2 一 4| 彡 144. 

这样就减少了一个绝对值项. 

在 a : 2 < 4时上述不等式变成16 < 144,这表明 H < 2时不等式总是成立的. 

在 x 2 > 4时则有 4 x 2 彡 144,即 x 2 彡 36. 这提供了 2 < | x | ^ 6. 

合并以上知道答案是 -6 彡: 6 .口 

注这里又利用了当2：，2/〉0时，与等价. 

① 对于绝对值号下均为线性函数的不等式都可以用这样的方法求解. 


㈣2| 


|x-2| 


习题26的附图 




解 4( 几何作图法） 若对于作图比较熟悉（参见 §1.4), 
则可先分别作出 |:r + 2|和 |x - 2|的图像（在附图2中用虚 
线表示)，然后将它们“叠加”得到/( X )的图像（图中的粗黑 
折线).这时为解不等式 f ( x ) ^ 12只要求出 f ( x ) 的图像与 
y = l 2 (图中为水平虚线）的两个交点的横坐标即可. 

由作图过程可推知在这两个点的附近 f ( x ) 分别为 
和 2 x , 可见两个交点的横坐标分别为 -6 和 6. 因此不等式 


习题26的附图2 的解为 一6彡: r 彡 6. □ 


习题 29解不等式 | a:(l — x )| < 0.05. 

解在附图的分图 （ a > 中作出了 2 / = 

\ x ( l - x )\ 的图像，它落在阴影区内的所有点 
的:坐标就是本题的解.可见在 a : = 0和 
o : = 1附近分别有满足不等式的两个区间. 

本题的含有绝对值号的不等式相当于不 
含绝对值号的以下两个不 等式： 

一 0.05 < x(l — x ) < 0.05. 

于是如分图 （ b ) 所示，要求出抛物线 ]/ = 
x ( l - x ) 落在阴影区内的点的所有: T 坐标. 

从左边的不等式，即 X 2 — I ： - 0.05 < 0解出 

0.5 — \/0^3 < x < 0.5 - f - \/0.3. 

从右边的不等式，即 x 2 _ :r + 0.05 > 0,可见对于满足上述条件的 z 还 要求： 

x > 0.5 + 或 rr < 0.5 - y /0^2. 

合并以上，就知道答案是两个开区间的并（参见附 图)： 

(0.5 - v /( T 3,0.5 - \/0 ^)U (0.5 十 0.5 + v /03). 

其近似值为 (-0.048,0.053) U (0.947, 1 .048). □ 

习题30证明恒等式+ (^ y ^-) 2 = i 2 . 

解这是这一部分的最后一题.它是一个恒等式.可以看出，不论 Z 的符号如何，左 
边总有一项是0,而另一项就等于右边的: r 2 . 口 



习题 ‘29的附图 


1.1.5 绝对误差和相对误差（习题31 40) 

设 a (a # 0) 是被测量的精确值，而: c 是这个量的近似值，那么 △ = > - a | 称为绝 
对误差，而6 称为相对误差.当然一般不可能知道误差的准确值，平时所说的都 

是对它们的最大可能范围的估计，即绝对误差限和相对误差限. 
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如果数: r 的绝对误差不超过第 n 个有效数字那位数的1的一半，那么说数: r 精确 
到 n 位数字.例如在三角函数的四位数学用表中，所列出的都是精确数字.这表明它是 
经过四舍五入处理的，其误差不超过 0.5 x 10- 4 ,即其末位数的半个单位. 

下面只给出习题38的解答.今后会知道它与微分在近似计算中的应用有密切联系. 


习题 38 当度量正方形边长 a ;( 其中2 m < a ; < 3 m ) 的绝对值误差为何值时，正 
方形的面积可以精确到 0.001 m 2 ? 

解从面积 *S = a : 2 知道当 a : 变为 a : 十 Arr 时，就有5 + AS = (x + Ax ) 2 , 因此由 
于测最误差△: r 引起的面积误差为 

AS = 2 xAx + Ax 2 . (1.15) 

其中右边最后一项是 ( Ax ) 2 的习惯记法. 

从要求 -0.001 < A 5< 0.001 求解关于 Aa : 的两个二次三项不等式，整理后得到 

__ 9 001 < Ax< 0.001 

x -^ y / x 2 - 0.001 x + y / x 2 + 0.001 ’ 

其中2 <x <3①. 

取 : r = 3,就得到对于 : c € (2,3) 同时适用的 估计： 

-1.666713 x 10 4 < Ax < 1.666620 x 10_ 4 , 

可见 | Ax | < 0.000 17,即 0.17 mm . 

回到（1.15)，由于 Ax 为小童，因此可以弃去右边的平方项后来求解.这时就 
非常简单地有 

\ Ax \ = ^ % 0.000 16 < 0.00017, 

所得结果与上面“精确解法”相同. 

这表明对于 （1.15) 作线性化处理后的误差估计要容易得多.初学者在学了微分学 
后就会明白，这两种方法就是分别用增量和微分来估计误差 .口 

1.1.6 补注（习题 5, 14) 

这个补注包含以下内容，并在最后有一个评述. 

1. 解答习题5,其中出现数学分析中不常见的符号，对初学者有 点难； 

2. 对数学归纳法作一点补充，并对于前面的若干习题提出新的解法以供比较； 

3. 前 n 个正整数的幂和公式的推导与伯努利数； 

4. 证明本书今后经常使用的重要工具一^均值不 等式； 

5. 解答习题14,它与希尔伯特第七问题有关. 


①由于 AS 是 Aa : 的二次式，因此求解 | A 5| < 0.001 与前面的习题29是类似的.然而由于 | Ax | 相对于 
a : 是小屋:，因此最后只葙取在原点附近的一个幵区间. 




习题 5 

下面给出习题5的主要部分的解答. 

习題5 S aW = a(a - A ) • • • [a - (n - l ) h ] (n = 1，2,…）及 d 0 ! = 1，证明 


( a + fe)W = ^Cy n - /c| 6 ifc| . 


=1 时有 


(a 十 6〉[ 1] = a + b ， y^CiQ 1 "^ + a [0 】 6 ⑴ =a + fe. 

因此成立. fc "° 

现设 n 时结论已经成立，于是对于 n + 1的情况， 一 方面有 

(a + 6) [n+1 ' = ( fl 十 t>) [nl *(a + 6- n / i ) 


=( 亡 C=a 【 n _ fcl 6 w ) • (a + b — n/i) 


另一方面又有 


亡 O n 十 1- fclbW = C^ + i ol n+1 ) + JIC* +1 a> n+1 - fcl 6> fc l + Qti i ,n+1] 

k =0 ^-1 

=CSa【 n+1 ! + ^(Cj ； + 0[ 奸 1- 卿 + CS b> n+1 * 

fc = l 

=^ c jc a [n+i-fci 6 ifc] + ^ Cf 】 a 【 n+1 ’ fc 】 
fe =0 fc=l 

=^ C ^( a | n + l - fc ! 6 [fc| 4- a ln _ fc ) 6 lfc+l1 ) 

k=0 

n 

=(X ； CW n - fc| 叫 • [(a - (n - fc)/i) + (6 - kh)) 

k=o 

= ( 亡 (^ 為 ㈨) -(a + 6-n/i), 

A :=0 

可见两边相等 .口 

注读者可以将上述证明与前面关于二项式定理的证明作比较，可见本质上没有 
多少区别.但若要从左边推出右边，则需要引入分解 

a-\-b — nh = (a — (n — k)h) + (b — kh), 

不如上述处理较为方便：即从两边出发证明它们都与第三个表达式相等. 


2. 关于数学归纳法的补充 


关于数学归纳法的基本知识可以参看两本优秀的科普 读物： [10] 和 [19] 
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一般来说，一道题的证明方法可能是很多的，而且很难看出“它是如何想出来的”. 
从思路来说，数学归纳法有其简单之处.这就是在大多数情况下，其第一步是统一的，然 
后问题转化为寻找所求证命题在 n = /^n = k + l 之间的联系. 

具体来说，假设要证明的是不等式（对于等式情况也有类似的结论） 

> 咖)， 

则在/⑴> p ( l ) 成立并假设 /( fc ) > g ( fc ) 成立时，我们只需要证明 /( A : + 1) - /( fc ) > 
g ( k + l )- g ( k ) 成立就可以完成数学归纳法的第二步证明了.若上述不等式两边都大于 
0 ,则也可以将求证的不等式换为> 咖 S 1 ) -. 读者不妨试用这样的方法重 

新观察麵的习题. /() g() 

当然接下来如何做则可以有千变万化的不同，但至少“开局”是相同的. 

为了与数学归纳法的思路作比较，下面对前面用数学归纳法已经证明过的几个题 
给出其他证法. 


习题 9( b ) 证明不等式 


1 3 

2 4 


2 n — 

~ 2 ^r 


< 


\/2 n-f 


解 2利用不等式 


y /(2 k ^ l )(2 k + l ) _ 

~~ 2 k 〈丄， 


令 fc = 1， 2, • • • ， n ， 并将所得的不等式边边相乘得到 

VU 3 y /3^5 y /(2 n - l )(2 n + lj 二 1 3 . 2 n — 

~~2 4 . 2^ — 2 4 2 n 

整理后即得 .口 


y /2 n -f 1 < 


解 3 记^ 1 2-4^ ： ^(2^ r - ^2 k L< 2 FFT - 知 = 1 ， V •.， n ， 就有 


< X , 


2-4 


(2 n ) 


3-5 


(2 n + l ) 2 n + l ， 


两边开平方即得. □ 


习题 10( a ) 证明不等式 





> y/n (n ^ 2), 


解2利用一种裂项消去法.从 


2 


> 


= 2{s/kTl - y/k) 


Vk 2Vk y/k + y/k~T~ 

出发，令其中的 /b = 1，2, •…， n , 将所得的不等式边边相加得到 


1 + * + 


+ 方湾 n + 1 一 ”， 


于是只要能够证明 2( V 7 TfT - l ) > ^在2时成立即可.对于 n = 2可以通过直 
接计算验证它成立.对于 n > 3则可以从 









得到 .口 


2(\/n + 1 — 1) = y/n + 1 + (vVi + 1 — 2) ^ y/n \ > y/u 


习题 10( b ) 证明不等式 

n n+1 > ( n + l) n (n 彡 3). 

解 2 对于已经学过数列极限的读者，很容易想到如下的 解法： 即首先将不等式改 
写为等价的+ 士丫 1 < n , 然后利用已知数列 {(1 + 七) } 是单调递增数列，且收敛于 
e « 2.71828 < 3,可见当 n ^3 时不等式成立.（有关内容见后面的习题 69.) □ 

习题 10( d ) 证明不等式 

(2n)\ < 2 2n (n!) 2 . 

解2将左边作如下分解即可证出所要的不等式 ® 

(2n)! = (2n)!!(2n-l)!!< [(2n)!!J 2 = 2 2n (n!) 2 . □ 

3 .前 n 个正整数的 》 和的公式推导与伯努利数 

如前所说，数学归纳法是数学证明的一种方法，至于要证明的结论从何而来则完全 
是另一冋事.下面介绍的一种方法可以导出习题 1-3 中的恒等式和幂次更商的类似恒 
等式.此外我们还在此顺便介绍该幂和的一般性公式. 

习题1的恒等式是 



求出这个等式的一个简单方法是先写出从1到 n 的一行数，然后在这一行下而写出从 n 
到1的第二行数，如下图 所示： 

1 2 3 … n — 1 n 

n n — \ n — 2 ••• 2 1 

然后从左到右将两行处于对应位置的上下两个数相加，每次都得到 n + 1，一•共得到 n 
个 n + 1. 因此两行的所有数之和就是 n(n + 1). 将它除以2就是每一行的 n 数之和. 

然而这个方法很难用于求前 n 个正整数的平方和、立方和等等.因此我们介绍以下 
具有一般性意义的方法. 

利用 （ A : + I ) 2 - A : 2 = + 1，取灸从1到 n 相加，即有 

^[(/c + l ) 2 - fc 2 ] = ^(2 A :- hl ), 

k=i k=i 

其左边是 （n + 1 ) 2 - 1 = n 2 + 2 n ， 右边是2+ n ， 整理后就得到 J ^ k = 咖广 - 1 ) - . 

k=l k=l 

® 其中所用的双阶乘记号 n !! 表示不超过 n 且与 n 的奇偶性相同的所有正整数的乘积，例如7!! = 7.5.3. L , 
8!! = 8 -6-4-2, 8! =： (8!!) - (7 H ). 



18 


第一幸分析引论 


再利用 （fc + I ) 3 — fc 3 = 3 fc 2 + 3 A ; + 1，取 fc 从1到 n 相加，得到 

n n n n 

+ l) 3 - fc 3 】 = ^(3k 2 + 3/c+1) = 3^A: 2 + 3^A:4- 

k=^\ k=l fc=l fc=l 

= 3 亡0 + * + 1) 


2 


+ n ， 


而其左边是 ( n + l ) 3 — 1 = n 3 + 3 n 2 + 3 n ， 整理后就得到 f > 2 = i ) 

继续做下去就可以得到 _ 

初学者可以用上述方法推导出这个公式，并用数学归纳法对它作出严格证明. 


不难看到，这种方法要用于求幂次很高的前 n 个正整数的幂和还是不方便的.那 
么，有没有更一般的方法？或者要求更高一点，是否存在前 n 个正整数的幂次为正整数 
c 的幂和的一般公式？ 

这个问题早已为微积分的先驱之一的雅各布•伯努利所解决.他得到的公式是 
l c + 2 c + ... + n c =： ^• + f+C0 2 ^^ + C0 4 *^ + 〜， 

n 的指数相继减2直到 n 或 n 2 , 其中执=|, 0 4 = -士、…， 即是伯努利数.在 [14 J 
中可以看到伯努利的论文的中译文.伯努利数的简明介绍可以看 I 23 j 的 §7.2.3. 在本书 
的 §2.9.3 的习题 1373.2 和 §2.10.1 的习题1386中还会遇见伯努利数 • 


4. 平均值不等式及其证明 


这里介绍三种最常用的平均值以及在它们之间的不等式关系.它们是本书中的常 
用工具.需要特别注意不等式成立等号的充要条件，它在今后很有用. 

设 A ，&，•••，〜是非负数列，则分别称 

A = £ i ±：-1 ±.^l 和 G = ^/ x ~ x n 

Tb 

为上述数列的算术平均值和几何平均值.又若该数列的每一项大于0,则称 



工1 


为上述数列的调和平均值 ®. 

n = 2 时成立 A 是中学数学的一个基本不等式.《习题集》的 §2.7 的习题 
1295 就是关于正数的不等式 G 彡 A 

石调5平均值的=个€ 子: ^某又用 t ； i 走完一公里，然后又用速度卯再走完一公里，则他走完这两 
公里所用的平均速度就是 w 和巧的调和平均值.又常称数列1，+，•••，+，•• • 为调和数列，其中从第 
二项起的每一项都是前后两项的调和平均值. 




命题 1.1 (平均值不等式） （1) 对非负数列：恒成立不等式当且 
R 当 A = • • • =如时成立 等号； （2) 对正数列 X !,--- , x n 恒成立不等式丑< G <态当 
且仅当 X ! = . . • = Xn 时成立等号. 

容易看出对正数列来说，从 G < 4即可推出 H ^ G . 为此只要写出 

■^1=^ = 化 1 .•… n « + …+ O’ 

再将两边取倒数即可. 

关于不等式的证明，据最新专著 [1] 的（不完全）统计，到2002年己经有了 
74种证明，其中有用数学归纳法的多种证明.下面我们介绍其中 之一， 它用到了数学归 
纳法的一种变型——向前向后数学归纳法.这在某些问题中是很有用的. 

G ^ A 的向前向后数学归纳法证明 

n = 2 时不等式相当于 （ v^T - y / xi ) 2 ^ 0,因此成立.现在假设 G 彡乂对 n 已经成 
立，则对于 2 n 的情况就有 


(士 ( + (3：1 + 工 2) + • • • + y(X2n-l + X2 n )) = + • • • + ^2n)- 

于是我们看到对于 n = 2,4, •. • ， 2 fc ， •…， 即所有2的幂来说，不等式 G ^ A 己经成 
立.这就是“向前”部分的证明. 

下面将要在 G < 4对 n 成立的前提下证明它对 n - 1也成立.这就是“向后”部分. 
容易理解，它与“向前”部分合并就完成了数学归纳法的证明. 

为此我们比较 n 时的不等式 


和 n -1时的不等式 


工 n — 1 < 


+ X n - 


并考虑是否可以适当选取使得上述两式的左边相等①，即有 

\/Xi •厂 x n _if = ••• Xn -1. 

由此可解出应当取 t 为 以 ，…， X n . x 的几何平均值.将它记为至，即取 

t = X= n -^/X\ ** - Xn-!, 

则就可以应用归纳假设作出如下 推导： 

x = 扣1，… ， x n _々 < —-(^1 + …+ X n ^i -f x ), 

然后移项整理得到沄彡+ • . • + X n _!). 

关于等号成立的条件€证明可以从上述向前向后步骤看出，请读者补足 .口 

注用于证明4的数学归纳法有多种不同的做法，但都不是平凡的.为此只 
要考虑如何能够从 n = 2 推出 n = 3 的就会发现这不是显然的.按照上述向前 
向后方法可写出 如下： 

® 如要求两式的右边相等则就得到另一个证明. 
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^/XiX 2 X2 = ijX'X 2 X3 々 xHz < + 

^ Y ( + (Tl + T2) + j(:3 + 作 1 工 2 工 3)) ， 

然后移项整理即可. 

中学数学有一道因式分解题 

工 3 + 沒 3 + 之 3 一 3x2/2 = (rr + 2/ + z)(x 2 y 2 -V z 1 - xy - yz - zx), 

用它可以解决 n = 3 时的 G 但难以推广. 

5. 习题 14 及其他 

习题 14 构造确定数 2^ 的分割. 

分析这里的第一个问题 是：数 2^是有理数还是无理数？ 

由于在戴德金分割方法中，定义无理数和定义有理数的分割是不一样的，因此本题 
的解答不可能避幵这个问题. 

回顾1900年希尔伯特在国际数学家大会上提出的23个数学问题中的第七个问题， 
即当 a 为代数数 （a # 0,1)，0为无理数的代数数时，以 3 是否一定是超越数或至少是 
无理数 ®. 希尔伯特还特地举出两个具体的数，在当时都不知道它们到底是有理数还 
是无理数.第一个就是本题的2^,另一个是# = (-1)- 1 . 我们知道，这个第七问题在 
1934-1935 年已经得到肯定性的解决，因此2^是无理数.《习题集》的出版是在那以 
后，但显然不能要求读者在做本题时都知道这个著名结果. 

第二个问 题是： 实数2^是如何定义的？ 

参考⑹的绪论可以知道，首先要定义形式为 2 f 的数，其中 p ， g 为_数，然后对于 
满足 i f 的所有有理数 p 勿和 州、 证明满足2专 < x <2^ 的实数 rr 是 

唯一存在的，就将它定义为实数 2^. 

我们的问题是要构造有理数系 Q 中的一个戴德金分割 A / D , 使得4中的每一个有 
理数小于2^, i ? 中的每一个有理数大于 2^. 由于将有理数与2^直接比较它们的大 
小是困难的，因此采用如下的间接方法. 

设 華， 是确定无理数的有理数系的分割.然后对于正有理数 p/g € W ， 其中 
p ，(? 都是正整数，就有2专 <2^. 对于正有理数 a 来说：不等式 a <2号可以转换为等 
价的不等式# < 2 P ， 而后者是可以在有理数系中判定的不等式.如果成立，就可以断定 
aeA . 类似地可以给出判定正有理数& e Z ? 的方法 .口 

解设 A ，/ B ， 是确定的有理数系中的一个分割.定义如下的两个有理 数集： 


①有理系数的代数方程的根称为代数数，不是代数数就称为超越数. 2和 W 都是代数数.已经证明71和 
e 都是超越数. 


^ = { a € Q | a ^ O 或存在， pj 都是正整数，使得 V < 2% 

B = {b e Q | 6 > 0,存在 | € S '， p '， Y 都是正整数,使得 〆 > 2 〆 }， 

则当 A 和 6 eB , 时，由于从 A _ B 的定义可知有 a < 2专和2专" < 6,而从分割 
MjB ' 知道有 ^ 因此 a < b . 

如果我们再能够证明4 U = Q ，则 A / B 就是有理数系中的一个戴德金分割.根 
据问中关于2” 的定义方法，可见 A / D 就是确定它的有理数系的分割. 

用反证法. 

设存在一个有理数: r ， 它既不厲于 yl ， 也不属于 S ， 于是对于任何 f e A ' 和 
^ reD \ 就有 

2 ^ < x < 2 尔 • 

由于 W 中没有最大数， F 中没有最小数 ： W 此上述两个不等号都只能是严格的 < 号. 

于是如分析中所说，这个有理数0：只能是数2^本身.根据希尔伯特第七问题的答 
案，这样的有理数: r 是不可能存在的.于是就证明了上述 A / B 确实是定义2^的戴德 
金分割. 

若不考虑希尔伯特第七问题的结论，则可以解答如下. 

情况一.如果2一 不是有理数，则上面的推理已经证明了 A / B 就是确定它的分割. 
情况二.如果2^是有理数，则将它加入4或 B 之后，也就得到确定这个有理数的 
两个可能的分割 .口 

最后对于本节的部分内容再作以下评述. 

本节的部分习题是与实数系有关的.如前所说，其中与分割有关的习题要与戴德金 
分割方法的学习配合起来做.如习题13中的 （ a ) 力+ = n /巧 和 （ b ) v ^ n /3 = v ^都 
应该用戴德金分割方法予以证明.若将它们看作中学数学的练习题，显然违背了题意. 

本节中在今后将起重要作用的是确界存在定理（习题15)，它也需要用戴德金分割 
方法来证明.由于数学分析中用到的主要是实数的连续性，而不是实数的构造方法，因 
此对于没有学过戴德金方法的读者来说，重要的是学习今后如何用这个定理.在这一节 
中首先是学会确界的定义及其性质. 

在很多数学分析教材中对于实数系有详细的介绍.除了前面所说的问的绪论外， 
在西方教材中可以参考丨20, 18 j 等.前者用了 5章来介绍实数系.在国内教材中我们推 
荐 [24]. 关于实数系基本定理可以参考丨23丨的第三章. 

关于含有绝对值的不等式和有关误差概念的练习题都是为今后学习所作的准备工 
作，它们也是学习计算数学的预备知识.需要了解更多内容的读者可以参考这方面的书 
(例如 [151 等). 
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§1.2 数列理论（习题 4 1-1 5 0) 

内容简介 这一节是极限理论的基础，也是第一章中难度较大的部分，因此在下面 
要讲解较多的习题.实际上其中相当多的习题或者是重要的定理，或者对今后的学习在 
思想方法上具有重要的意义，它们的证明或计算方法也极其多样化，这些都是读者需要 
重视的地方. 

本节除了按照内容分成若干小节之外，在最后的补注小节中提出关于极限代入法 
的命题，解答部分较难的习题，并对上下极限作补充. 


1.2.1 极限的定义与计算（习题 41-57) 


习题 41 设 ( n = L 2 ，".）， 证明 = 1. 即对每一个 £• > 0, 求 

出数 TV = 7V(e), 使得当 n > N 时有 |a: n ~1| <e. 緩 T 表 (以下的空表从略) • 


解对给定的任意 e > 0,欲使一 1| < q 由|心-1| = < e 解出 

n > + - 1， 故可取 7 V = [^ - 1 ] ([ x ] 表示 a : 的整数部分)，则当 n > 7 V 时，就有 
| x n - l |<£. 然后即可填表 如下： 


- - 

6 

0.1 

0.01 1 

0.001 

0.0001 

• • • 

N 1 

_ 2 _ 

99 1 

999 

9999 

• • • 


□ 


注由于数列极限是初学者面前的第一道坎，而这个题虽然简单，但恰恰可以用来 
解释数列极限定义中的几个不容易理解的难点，因此作如下注解. 

(1) ^给定在先， 7 V 确定 在后； e 不依赖于 AT ， iV 是根据 e 而定的，依赖于 e ， 因此常 
记为 N ( e ). 容易理解，对一切正数£同时适用的 7 V —般是不存在的，除非该数列是常 
值数列，即每项相同的数列. 

(2) 在极限的定义中，既是给定，又是任意，这如何理解？从本题可见，只有给定 e 
之后，才能确定满足要求的 iV . 换言之，在求 TV 时， e 已经给定.同时 e 又必须能够取到 
任意小的正数，否则不能说明 lim^xn = a ®. 

(3) 给定 e 之后，满足要如果存在的话，一定不是唯一的.例如在上面的表 
格中，当 n > 9时有 |a; n - 1| < 0.1 ， 于是比9大的任何一个正整数都可以用作为 iV. 在 
极限定义中只要求存在满足要求的 iV 即可，没有说 7 V 必须是合乎要求中的最小数，因 
此本题的上述解答中的 iV 的公式以及表格中填入的 TV 的具体数字都不是唯一确定的. 


这也就允许我们将不等式通过适当放大的方法以便于找到合乎要求的 

(4) 按照公式 7 V = - 1], 若取较大的 q 则/ V 可能不是正整数.因此更为确切的 

公式应当是 iV = max { l ,[|- l ]}. 为了避免对这种情况的讨论，不妨认为幵始所给定 

的 e 较小即可，因为对较小的 e 适用的#，对较大的 e 也适用. 

① 今后经常只说“对给定的 s > 0”或“对 e >( T \ 对此应当理解为对 e 除了大于0之外没有其他限制，因 
此也就是“对每一个 €>( r } “对任何 e > 0”. 




(5) 极限概念是与变量的变化联系在一起的.数列就是以正整数为自变董的一元函 
数.然而在极限的定义中却用几个不等式将这种变化掩盖掉了.初学者需要通过这几道 
习题以及后面的学习来反复体会极限的真正意义. 

习题44中的数列 a: n = n (〜 1 广 ( n = 是无界数列，但不是无穷大量.若将 

该数列进一步写出为 

— (~ i) n _ j 2k, n = 2 A ， fc = 1，2, …， 

x n = n = \ 1 

l^T ， n = 2 fc 一 M = i， 2 , …， 

这样就容易看清楚了. 

习题45是要求对于无穷大量 oo , - oc ,- l-oo 写出它们的定义，这些都是初学者必须 
要做的题. 

习题 46-57 是一 批比较基本的极限计算题，其中需要用几种不同的方法. 

先看下面几道题. 

习题 47 求 

解本题厲于 00 - 00 型的不定式，这种题目常用“有理化分子”的方法解之 •. 

钏 七 + { + ~ ^ 1 < 表 -0’ 

可见极限为0 .口 

习题48求 lim 两 4 n ! . 

n—oo Tl 十 1 


解看出分母是无穷大量，分子是无穷大量#乘有界量 sinn ! ? 就可如下求解 •. 


^n^sinn! < Vv? = 1 

~ n+1 n 一 私 


可见极限为0 .口 


习题49 Hm 


(—2 ) n + 3 n 
(-2) n+1 + 3 n+1 


解本题属于 ^ 型的不定式，这种题目常将分子分母中最高阶的无穷大量提出 
后加以比较即可：°° 

(一 2 )n + 3 n 一 • 3”.[(-吾广 + 11 ^ 1 

n-^oo ( 一 2) n+1 -h 3 n ~ 1 n—oc gn+l . ^ 2 ^n-fl + lj 3 口 

习题 50-54 和 57 中的极限计算在于求出数列和的一个比较简单的表达式，然后再 
求极限.下面只讲其中的一题. 


3" 


习题52求 lim 


丄_ 1 
n n 


+ 1- 


卜 1 广 1 


m . n 

争 

n 
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解将取绝对值之前的数列记为: = 吾+吾—— •+ (- - 1 )- : - •该 和式各 
项的分母相同，将分子直接相加较便捷.注意（1-2) + (3_4) + — + ((2卜1)一2*)=-馭 
就可以分别求出下标为偶数和奇数时的表达式为： 

❾ /c =去 • [(1 一 2) + (3 - 4) + …+ ((2 A : - 1) - 2 A :)] =-+， 

x 2 k-i = 1 • [一0 + ( 2 左 —1)1 = 2 fc - 1 — Y ( k — °°)， 

故的极限为 |.口 

下面两题中求数列和的方法略有技巧. 


习题55 lim 


(士 


3 


5 


+ 


2 n — 


)• 


2 2 2 3 ■ 2 n 

解这里的求和要难一点.注意到 ( fc = l ,2,..., n ) 的分子是等差数列，而 
分母是等比数列，可以用下面的方法解决.写出 

〜=n 

J Xn= + + 吾 


2^ 


2 n - 1 
2 n 

2 n -3 


两式相减并乘以 2 得到 
a; ri = 1 + 1 + 


2 " 


2 n — 


2 n 


= 3 — 


2n — : 
2^ 


2n — 


■ 2n-2 2 n 2 n_2 2 n • 

对上式右边的最后•一项用习题 58 或 60 的结论（见下一小节)，就得到 lim & = 3 .口 


习题56 



n(n + 1) 




解本题可以用裂项消去法求解 如下： 

T^ + Th' + --' + ^n^iT = ( 1 _ i ) + ( i~i ) + ''' + ( ^'"^TT ) 

=1 - 厂丄 —► 1 (71 — OO ). □ 

练习有不少例子可以用裂项消去法求和.读者可以计算以下两个和式来学习这 
种求 和法： 

1 T 3 + TT + ... + (2 n - l )(2 n + 1) ; 
sin x -f sin 2 x H h sinnx (x ^ 2 kit ). 

(提 示: 对第二题可以先将和式乘以 2 S inf , 然后对每一项用三角函数的积化和差公式 .) 


1.2,2 几个极限证明题（习题58- 68) 

这里的极限证明题也都是数列极限中的基本内容，特别是前几个题提供了几种不 
同的无穷大量之间的比较，其结论很有用.解答这些题现在所用方法大致 如下： 对不同 
类的无穷大董通过运算、放缩、运用公式与已知结论等方法将这两个无穷大量化为同类 
或类型接近后加以比较. 



以习题 60 为例来介绍方法.若在该题中取 fc = l，a = 2,就是习题58;又若在1 
时记丄并将关于 a 的条件改为 M > 1，则就是习题 62. 


习题60证明 lim = 0 (a > 1). 

n — oo CL 


(对给定的任意 / C 可改取正整数 max { l ,[ A :] + l }, 因此以下设题中的 A 己为正整数 
解1 (用二项式定理）这里的分子是 n 的幂函数，分母是 n 的指数函数，关键条件 
是 a > 1.记 a = 1 + 5,其中5 > 0. 利用二项式定理就可以将 n 转移到底数上去，且使 
其指数大于分子的幂函数的指数 fc . 具体推导如下. 

当 n > k 时有 

，=(1 十 6 ) n 

= 1 + n “座^2 + ... + 吵拿士-烏 叫+ ..• +『 


n ( n - l )--( n - fc ) k+1 

{ kTTj \ 


+尸 


n ( n - 1 )...( n _ fc ) 

FHTi * 


于是就有 


o < 


_ n k ( k ^ l )\ _ 

n … (1 - - 含产 1 

丄 _ (fc + 1)! 

n (1 -士) ...(1 -冬 )# +1 


0 (n oo ), 


根据夹逼定理原题证毕 .口 


解2 (利用单调性分析） 记: = >，就可以对后项与前项之比作出以下分析: 


X n^l 


=( 亨 ) 


丄 < 1 (n — > oo ). 


利用数列极限的比较定理，对某个 e ( l / a ， l ) 取定； Vo , 使得当 n > No 时恒有 
g 成立，于是对于 n>N 0 就有下列估计而完成证明： 


Xn 


-No- 


0 (n oo ) •口 


解 3 (利用单调有界数列的收敛定理）如解2开始所示，数列的后项与前项之比 
的极限小于1，这表明正数列 { xj 当 n 充分大时严格单调递减，因此存在极限，记为 
A ^ O . 

若4 > 0,则在中令„ — oo 就得到 j = 丨.丄，这与 a > 1 

x n \ n J a A a 

矛盾.因此只能是火= 0 .口 

下面的习题61也是一个基本极限，它的证明可以用以上的类似方法解决，请读者 
写出几个解. 


习题61证明 lim — 0. 

n—^oc 721 



习题 65 证明 lim ^/n = 1. 


解1 (用二项式定理）下面证明 6 n = ^-1^0 
彡2时有 

n =( l + J n r 

ntr rv 〆 r ^ I 2 44r c r» rn 


0 (n oo ). 从二项式定理可知当 




即有 0<5 n < 


，故 lim <5 n = 0. □ 


解 2( 用平均值不等式）当 n >2 时将拆看成为两个与 n - 2个1的几何平 
均值，则就有 

1 〆 n/cr t n : rz t i 、去 ^ 2 y/ri + 71 — 2 - . . 2 


^ y/n = (y/riy/n - 1^—J,) n < 


< 1 + 


y/n 


用夹逼定理可见结论成立 .口 

解 3( 利用单调性分析）考虑该数列的后项与前项 之比： 

-(W = 一 ^ R ， 

利用习题 69-70 可以知道 (1 + < 3,因此从 n = 3起数列 { 巧}严格单调递减， 

从而有极限.（从 = 可见数列的前三项是单调递增的 

id A = J ira ^ 於 i ， 则从的彡 1 有 / I 彡 1. 若 Z > 1，则从 n >3 起有 ^ Fi > A >], 
即习题60的结论矛盾.因此只能是 力=1.口 

注由本题的结论即可推出习题63,即证明 lim ^ ^ = 1 (a > 0). 当然读者可以 
使用以上各种方法或其他方法对该题给出独立的 

在无穷大量中， 若 a n — oc ， b n — oc ^ lirn ^ = 0,则称 b „ 是比〜 商阶的无穷大 
量，并记为或》 a „. n 

从本小节的习题可以知道有以下重要结论，它们都是分析中的基本知识（其中 
a > 1, A : > 0)： 

log a n 《 n fc 《 a n 《 n !. 

下面从习题 66 的许多解法中选了 3 个，只写出其思路，然后对本小节作一点评论. 
习题66证明 lim — ^ =0. 

n—OO y/jl\ 

解1 (思路）按照极限定义只要对给定的 e 求 iV ， 使得当 n > N 时成立不等式 

—一 0 < 6 . 
yf ^\ 

将它改写为等价的不等式 < e n 之后，如果能够联想到习题61，同时将上述不 
等式再改写为 n ' 

譬 a 

则满足上述要求的 iV 的存在性己经没有问题了 .口 




解 2 (思路）模仿习题65的解3,容易证明本题的正数列严格单调递减，因此它的 
极限（记为）乂 > 0. 只要证明4 > 0不可能就 行了： 因为这时对所有正整数 n 有不等式 

1 、“ n 匕 （iMr 、！ 

因此只要用习题 61( 即证明 lp |=0) 就导出矛盾 .口 

解3 (思路）这需要本节后面的知识.取（自然）对数后可见本题等价于证明 

lnl + ln 2 + -. +lnn _ • 一 


lim 


= +oo, 


于是用习题 139( 即柯西命题）就足够了 .口 

评论虽然数学不是一门需要背诵的科学，但还是有许多东西需要通过做习题来 
记住的.这与我们从小学习乘法时，不能不记住（以及如何记住）九九表是一样的道理. 
在数学分析中需要记住的东西不少，习题 60-65 就是如此.还有就是一些基本的方法也 
是不可缺少的（或者说更为重要).读者可以根据自己的经验和体会来考虑这个问题. 

从习题65 66的儿种解法还可以看出，巧妙或简单的方法未必具有普遍性，反之， 
带有普遍性的方法虽然很有用，但对一个个具体问题来说，未必是巧妙或简单的.我们 
永远不能说某个习题的某种解法就一定是最好的方法.这两个习题中的这些情况在下 
面的许多习题中都会遇到. 


1.2.3 与数 e 有关的习题（习题 69-75( a ), 146-147) 

数 e % 2.718 281 828459 是自然对数的底.它在高等数学中是一•个重要性不亚于兀 
的常数.从以下习题可以看到，随着数 e 的引进，同时也提供了许多新的工具和方法.这 
部分的习题要用到前面的不少题的结果，我们将逐一予以介绍. 

下面的第一个习题中的数列 { x n } 的极限通常就用作为数 e 的定义. 

习题 69 证明： 数列:= (l-f -^-) n (n = 1,2,-..) 单调递增且有上界，而数列 

i/n = (l + -^) n+1 (n = 1 ， 2, …）单调递减且有下界.由此可得，这两个数列有相同的 
麵 几 

lim 卜丄 ) 、 Um (l + ^) n+1 =e. 

n—^oo \ 71 J n—^oc \ 71 / 

解 1 (用习题 7 的伯努利不等式）当 n > 2 时对数列 { x n } 的后项与前项之比可以 
估计 如下： 

其中利用了习题 7 的伯努利不等式，并从该题中等号成立的条件可知这时一定成立严格 
的不等号.于是知道数列 { Xn } 严格鱼通 
对于 { Vn } 类似地有 
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Vn 
2 /n — 1 
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= (乎 r • (早)"= 




可知 { yn } 严格单调 递减. 又因对每一个 n 有 z n < 如， 因此任一确定的如，例如的= 4, 
都是 { x n } 的上界.同理，任一确定的 x „ ，例如心= 2,都是 { y n } 的下界，故两个极限 
lim x n , lim y n 都 存在. 最后由 = x n (l + j) 得知 lim y n = lim a : n ， 记其为 e ， 

n—^oo n—^oo Tl n—oo n-^oo 

即得所证. 口 


解 2 (用平均值不等式）将 rr n “无中生有”地看成为不全相等的 n + 1个非负数的 
乘积，就可以从平均值不等式 G < >1推出数列 { x n } 严格单调递增： 

—(乎)、( 1 + _ 銷 .厂=(锊 r 1 〜. 

然后同样地将 2 M 看成为 n + 2个不全相等的正数的乘积，就可用平均值不等式 
G > H 推出数列 { y n } 严格单调 递减： 

—• (乎 r 、 = ㈣ 〜一 

以下同解1 .口 


注为了定义数 e ， 只需要用上述两个数列中的任何一个就够了.这时不难分别证 
明两个数列有界.例如用平均值不等式 G < >1可以得到 






可见以4为其上界.再用平均值不等式 G > //可以得到 

… H 乎广如 (^ fey ) n+2 =1， 

可见 { yn } 有下界 2. 在习题69中同时讨论两个数列，这样做的好处是为许多问题的讨 
论提供了更多的工具，这在下面的许多习题中有用. 


习题70证明 0 <e - (1 + 士)％ 吾 （n = 1，2，...).当指数 n 为何值时表达式 
(1 + +) 71 与数 e 的差小于 0.001? 

解引用上题的记号和结论，则就对每个正整数 n ^ x n < e < y n , 因此有 

0 < e - x n < y n - x n = ( x + ^) •士. 

又取佻 a 2.986 < 3为数列 { x n } 的上界，则就得到所要的不等式. 

从所得的不等式即可知道当 n > 3000时 (1 + 与数 e 的差小于 0.001. □ 





习题 71 设〜（打=1，2，-一）是趋向于+00的任意数列，而〜（打=1，2，一）是趋 
向于- oo 的任意数列， p n , q n 《 [-1，01•证明 

lim (1 + 丄疒= lim (1 + 丄广= 6 . 

n—too \ p n / n—♦oo V Q n / 

解条件 Ml 等价于 1 + ^ 和 l + t 都大于 0. 

(1) 不妨先对于每一个 Pn 都是正整数的情况作出证明，然后推广到I般情况. 
这时对 e > 0, 存在 N , 使得当 n > JV 时成立0 < e — p + i) n < e . 又由于 

Pn — +00,对上述 iV， 存在 N u 使得当 n> AT a 时成立 > 见 

综合以上，由于 Pn 为正整数，因此当 n > Nr 时就有0 < e - 〈&这 

V Pn / 

就证明了 lim fl + -L) Pn =e. 

n-^oc V p n / 

对一般情况，对 Pn 取整数部分得到 [pnl ^ Pn < [Pn] + 1- 于是有不等式 

由于这时也有 [PrJ — +OC， 于是从上述夹逼关系和两边都趋于6就知道中间的数列也 
收敛于 e. 

(2) 对于如 —_ oo 的情况可以将问题归结为 （1) 来 解决. 这只要如下变换 即可： 

( i + ir =( T ^ r =( i + i^r 






(t 


V -<7n-W \l+q n J 

注习题 71 是很强的结论，它包含了许多特殊情况为其特例，且可在今后的函数 
极限中通过归结原理过渡到更一般的结论. 

习题72已知 lim (^ +丄^二^证明 

n ― >oc \ 71 J 

n i^(i + i + 士 + 士十…+ 七^， 

并由此推出公式 

e = 2 + 士+ 士 +…+ 去+ 各， 

式中0 < 0 n < 1，再计算 e 的值（精确到 1(T 5 ). 

解记 4 = i + i + + + | + ... + tJt . 从该式联想到将习题69中的第一个数 
列的通项= (1 +去)"作二项式展开，即有 


= 1 + 1 + 


卜釦 1 -釦— •_ 


吾(卜 i ) … d - 


k — 


n — 


比较待求极限的 数列〜 与己知极限为 e 的数列0：„，可见它们之间的差别在于后者 
的展开式中从第三项起每一项多乘了一些介于0,1之间的因子.由于其中有阶乘的倒 
数，故两者相差不大，有望 2n - & — 0(n — oo). 




为了估计〜 — 注意到〜中的 （1 -含 )(1 _ I ) • • • (1 一 等等可用习题 

6中的伯努利不等式分离出1，并得出较好的估计. 

先用该不等式估计〜与的和式中的对应项 （fc > 2) 的差①: 

< iK 1 - (1 - = jr=w"ir- 

将上式对 fc 从2到 n 求和 （n > 3) 得到 

0<2„-a: “ 去 (1 + 1 + 士 + + + •" + (- n ^ 2 y ) 

^ Xn ^ z n<xn + ^- 出发，用夹逼定理即可得到 

( 1 + 1 + 1 + 士 十…十 击) = e . 

下面估 计用“ 近似 e 的误差.不妨设 m > n ， 得 


一 “= 

1 

( n-fl 

牙+ … + 忐 

< 

1 

(n +】 

.)! 0 + n + 2 H 

< 

1 

(n + ] 




n + 2 


(n + 2): 


(n + 2 ) m * n 


( n ^ l )! • TTTT - 


固定 n ， 令 m -> oo , 就得到 


0 < e - 以 n\(n^\) 2 < 去 

注意 { z n } 严格单调递增趋于 e ， 故上式左端的 < 号中等号恒不成立，即有 

0 〜&<士 

由此可见存在‘ € (0,1)，使得 

e = l 十1 +士 +… 十击 + i . 


(1.16) 


最后按照误差10- 5 的要求来计算 e 的近彳以值.根据误差限不 

超过 ~ f -， 经尝试知道取 n = 8时误差不超过然后如右面 
nln 10 6 

的附表所示将每一项计算到第6位小数，并在其后用土号标出四 
舍或五入的情况，每一步所引起的误差不会超过 0.5/10 6 . 

与右边附表最后计算的结果 2.718279 比较：除了因为取 
n = 8而舍去的（至多 ） 3 • 10- 6 之外，还因两次“四舍”而产生（至 
多）1 . 10- 6 的误差，因此数 e 可能比 2.718279 大（确实如此)，但 
不会超过4 • 10- 6 以上. 


2.000 000 
士 =0.500 000 
^7- 0.166 667~ 
+ = 0.041 667 - 
+ =0.008 333十 
+ =0.001 389- 
+ =0.000 198+ 
€=0.000 025- 
2.718279 


①当 fc = 2时下面出现的 （fc - 2)! 为 0!. 在数学中约定0! = 1. 




数列理论（习題 41-150) 


同理因为四次“五入”而产生（至多 ） 2 . 10- 6 的误差，因此 e 也可能比 2.718 279小， 
但不会减少2 • 10- 6 以上.这样就知道数 e —定满足以下不 等式： 

2.718277< e < 2.718283. 

可见取 2.718 28就可保证误差小于10— 5 .口 

注对于具有无穷级数知识的读者来说，习题72给出了数 e 的无穷级数表示（或 
展开它与习题69—起是关于 e 的最重要的结果. 

习题 73 证明 e 是无理数. 


解用反证法.设 e =| •，其中 p ， g 是正整数. 

由于 (1.16) 对每个正整数 n 都成立，因此可以取 n = q 得到不等式 


< f -( 2 + 士 + … + 


一 q V。 • 2! 1 1 q\J ^ q\q' 

乘以后左边为0,右边为1，而中间却是一个整数，这是不可能的 .口 


习题74证明不等式(令 ) n < n!<e 


解1 (1) 对左边的不等式用数学归纳法 . n = 1时是平凡的.设 n = A : 时该不等式 

成立，则当 n = *: + 1时就有 


( t 乎广、(矿(4)\乎 <，+”!， 

其中利用了 (含)& <的归纳假设和对每一个 * 有 (1 + 士)。< e . 

(2) 对右边的不等式用数学归纳法 . n = 1是平凡的.设 n = fc 时该不等式已经成 
立，则当 n = *:+ l 时就有 


fc 十 1 




其中利用了 4夸广 〉 fc ! 的归纳假设和对每一个 fc 有 (l + ^)">2. □ 

解2 (1) 利用习题69中的 a = (1 + < e ，取 fc = 1,2，... ， n - 1并边边相 

乘，就有 


XlJ ；2 


— 斗⑷ 2 .•… 


整理后得到比本题左边更强的不等式< n !. 

(2) 利用习题69中的说 = (l + -^) fc+1 > e , 于是有 

⑽ 2 . … arw ••… T^r) = > e" -1 , 

这样就得到 


n!<en ⑸、 ㈤ 、 (吾广 
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这里的情况要复杂一点.首先利用2 < e 和习题60知道上式右边的第二个因子 
几(|)" — 0,酣 S n 棘规 MW ； &财鮮航廳 M 腿卿 M 3 

n > 6时 n (|) n < l , 然后对于 n = 1到5作计算 ； 可知这时不等式也是成立的 .口 

习题 75( a ) 证明不等式< In (l + -1) < 其中 n 是任意正整数. 

解 引用习题69中的记号和结论，由于该题中的数列 { x n } 严格单调递增收敛，数 
列 { Vn } 严格单调递减收敛，它们的极限都是 e ， 因此就对每一个 n 成立不等式 

Xn = ( 1 + i) n<e<J, " = ( 1+ n)^ - 

取自然对数，并利用函数 hlZ 的严格单调递增性，再加整理就可得到所要的不等式 .口 

从这一部分的习题可以看到在 e 的定义中的两个数列的性质在许多问题中都是有 
用的工具. 

余下的两个习题，即习题 75( b ) 和76,由于涉及更多的问题，将放到本节的补注小 
节中作讨论. 

下面介绍习题146和 147. 由于它们与数 e 密切有关，而与其前后的许多习题没有 
多少联系，因此将它们放在这里介绍. 

习题146证明，数列 〜=1 + j + + + …+ 士一 lnn(n = l ，2, …）收敛•于 
是有 公式： 71 

l + j + j+ …+ + = C -f Inn -f e nt 
其中 C = 0.577216 …称为欧拉常数，并且当 n — +00时，^ — 0. 

解 利用习题 75( a ) 的不 等式： ■^ ： T < l n ( i + +)<+，就有 
在上式中取 A 从1到71并相加，得到 

。< 2M 普 1 + + + …+ 士一 ln(n + 1) < 1 - < 1. 

又由于 

J / n+l -Vn = + 比(打 + 1 )- ln (^ 十 2) = 7^7 一 ln U + ^ T ) > 0， 

故数列 { y n } 单调递增有上界，因此收敛.又可以发现有 

〜=1 + + + …+ + - In n = y „ + In >^1 . 

利用 0 < In ^ - < i - 并结合 { y n } 收敛，可见 { x n } 收敛.记其极限为 C ， 就得到 

Tt Tl 

l + y + -- * + ~--lnn = C + e n , 

其中 6 n —* 0. □ 

练习 试证习题 146 中的数列 { x n } 单调递减，并证明欧拉常数 C 满足下列 估计： 

0.3 < C < 1. 



习题 147 + + 〜 + 

解 1由上一题的公式得到 

1 + 音 + 舍 + …+ + = c + lnn+en ， 

1 + j j H - h 士" = (7 + In 2 n + £ 2n - 

两式相减得到 

+ Trir +••• + 去 =ln2 +〜- 〜 

令 n — oo , 可见上式左边的极限为 In 2 .口 

解 2不用欧拉常数的知识，可以直接用习题 75( a ) 中的不等式求本题的极限. 
iSx n = + +取 fc = l ,2，".， n ， 则可以从习题 75( a ) 得到 

下列 n 个不 等式： 

将它们相加得到 

ln-^f < x n < ln ^ = ln 2. 
n + 1 n 

将上式左边改写为 In = ln 2- ln(l + 令 n — oo , 并用夹逼定理就得 

到 lim = In 2. □ 

n—♦oo 


1.2.4 单调有界数列收敛定理（习题 77 - 81) 

对一个数列来说，首先要关心的问 题是： 它是否收敛. 

解决数列收敛问题最基本的工具有两个.第一个是单调有界数列收敛定理，它彻底 
解决了单调数列的敛散性问题；第二个是对于一般数列均适用的柯西准则，见下一小节. 

习题 77-81 都是要求证明单调数列收敛.检验数列是否单调的常用方法是观察 
x n+1 - x n 或者^±1 (若 X n 非零且同号).需要注意的是（例如见习题65的解3)，只要 
一 个数列从某一项弁始单凋，也就可以应用单调有界数列的收敛定理. 

在确定了单调性之后，问题只是要证明其有界性.为了证明收敛性，对于单调递增 
数列，要证明它有 上界； 对于单调递减数列，要证明它有下界. 

习题80证明数列 Xn = (1 + |) (1 + … (1 + 士 ) （n = 1，2,…）收敛. 


解1这是严格单调递增数列.取对数后可用习题 75( a ) 的不等式估计其上界如下 

lnx n = ln (1 + +) +l n (l + +) 4•… + l n (l + 士） < 士 + |+…< 1 ， 

可见数列 { x n ；} We 为上界，因此收敛 .口 

解2估计其上界的另一个方法是利用+ <6 ，打=1，2，...，于是有 


< e 


++X< e i = e . □ 




习题 81 证明下列数列收敛： 

Xi = \/2, X 2 = \/2 + … 


j x n 


2+\/2 +••• + 々，••• 


n 重根号 


解数列彳 avj 可以写成迭代 形式: 


工 1 = 


(1.17) 


( X n — y /2 + x n _ i , n = 2,3, ••- . 

从几何上来观察迭代式 （1.17). 如附图所示，在左边作出了较大范围上的函数 
y = V 2 Ti 和 y = x 的图像，其中我们关心的是用虚线围成的正方形部分，它在经过放 
大后画在附图的右方，其中还作出从 a 到 rr 2 的迭代. 




Xi=-/i 12 2 


习题 81 的附困 


由此猜想数列 { xn } 单调递增且以 rr = 2为上界.这些都可以用数学归纳法来证明. 
首先有 A = W < 2.若设< 2,则 rr n = y /2-^ Xn -, < = 2,可见2是 

{x n } 的上界. 

再证 {x n } 为单调递增.先有 A = < X 2 = v /2+72. 现假设有<〜，则 

可以推出 

x n ― 1 < x n = 工 n+1 ， 

可见成立.于是 { x n } 单调递增，有上界，因此收敛. □ 

虽然习题81的题意要求用单调有界数列存在极限的方法来证明，但并非只能用这 
个方法.下面用其他方法再给出两个证明. 

解 2用柯西收敛准则（见下一小节).记 = v /5 T ^. 令 

用“有理化分子”的方法作如下估计（注意 “ > 0): 

I 一 ^ I _ I /o /o I … I _ I工 fc — 1 — x k-2\ 


Xk — Xfc-l| = \j2^rX k ^i - \/2 + a：/b-2| = 


< q\xk-i - 工 fc 一 2 I 〈… <q k ^ 1 \xi - xol = V2 ■ q k ~ l . 
不妨设 m > n ， 由上式得 

I 工 m 一 x n\ ^ \ x m ~ Tm-l I + \ x m-l ~ x m-2\ + • • • + | 怎 n+1 一 工 n| 


< V 2( q m - 1 + 广 2 + … + O < -^31 — 0 (n — 00 ) 
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它是与 m 无关的无穷小童，柯西准则的条件满足，因此 { x n } 收敗 


解3这个方法与前面不同，先设 { x n } 收敛，求出它的极限值心 
由:= y /2 - f - x n - i 平方后得到 x n 2 = 2 + x n _ L . 两端对 n 


取极限，得 


= 2 + a ， 解得 a = 2 (舍去增根 a = -1). 记 g = 

\ x n - 2| = \ y /2 4- Xn-i — 2| = 


y/2 + 2 

I 工 n-l — 2| 


(< 1)， 然后直接估计 


y /2 + X n -1 +2 


< q \ x n -i — 2| < … < q n ^ l \ V 2 一 2| — 0 


得 lim x n = 2 . □ 

U 注在解 3 中，先设 { x n } 收敛，求出极限值 a = 2,再证明它的确是 { x n } 的极限 
值.请读者 考虑： 这种方法有无循环论证之嫌？最后一步是否多此一举？ 

解 4 本题有一个特殊解法.这就是从 0： 1 = ^ = 2 00 8 |起，利用佘弦函数的倍 
角公式，就不难用数学归纳法和迭代式证明，本题的数列有表达式 

x n = 2 cos-^y ，n = 1,2, 

由此可见，当 n — oo 时极限等于2① .口 


1.2.5 柯西收敛准则（习题 82-88) 

如前所说，对于非单调的数列收敛问题，其基本工具是柯西收敛 准则. 它给出了数 
列收敛的充分必要条件. 

柯西收敛准则数列 { x n } 收敛的充分必要条 件是： 对任意 e > 0,存在 7 V ， 使得只 
要 n > AT , p 为任意正整数，成立 |: r n - x n+p | < e . 

柯西收敛准则的另一种等价形 式是： 数列 { Xn } 收敛的充分必要条件是对任意 
e 〉0,存在 N ， 使得只要成立 | x n - < e . 

习题 82-88 都是用柯西准则的基本题.当然有的题也可以用其他更简单的方法. 

这里要指出，用 e - N 语言验证柯西条件与用极限定义验证 rc n — a 有类似之处，例 
如 e 不妨取适当小， - a :」 与 | a: n - dj 都可用各种方法作适当放大以便于估计与求 
N , 但放大后必须仍为无穷小童.不同的是在- z n | < e 中出现了两个下标 m 和 n , 
必须对于 m 、 n > N 的所有 x m , x n 都满足该不等式才行.为了减少两个下标带来的困 
难，有时可以用放大来取消 一个， 留下一个.下面两个题的解法就是如此 • 

习题82证明下列数列收敛:= a 0 + a ! g + … + a n q n , 其中 | a / t | < M (k = 
0，1，2,…）且 M <1. 

解在以下估计中不妨设 m > n . 

①这是从 : En — 0推出 cosa ^ — 1的特例，也就是与 §1.2.9 的代入法命题 1.4 类似的关于余弦函数的代 
入规则，见 §1.5 的函数极限中的习题 481( b )， 即 hjn cosx = cos a , 这里 从略- 
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\ x m - x n \ = la n 十 1 疒十 1 + …+ a m g m | 

< M\ q r + \i + w +…+ \ q r— 1 ) < kr +1 . 

由于 | g | < 1，最后一式当 n -> oo 时是无穷小量，因此对 e > 0,存在 iV ， 使得当 
n，m > ； V ■时 - rr n | < e . 于是 { x n } 收敛 •口 

习题 84 证明数列+ + + (n = l ，2，...） 收敛. 


解 

\^n 


不妨设 m > n . 在对每一项取绝对值后再用裂项相消法 即可: 
cos(n + 1) ! 


- x n 


(n + l)(n + 2) 


+ 


cos m ! 
m(m + 1) 


m ( m + 1) 


^ ( n —+1 )—(—n + 2) + (n + 2 )(n + 3)" + **" 

=(tt+t - ttt2) + (tttt ^ tttt) + … + ( 去 - ^rVr) 


< 


n 


0. □ 


习题 86 如果存在数 (7, 使得 

I 工 2 -工 1 丨 + I 工 3 -工 2| + • • • + |:n - 工 n-l| < C (n = 2,3, …）， 

那么我们说这个数列 a: 7l (n = 1,2, .. •） 是有界变差的 • 

证明，有界变差数列是收敛的. 

举一个收敛而不是有界变差的数列. 


注本题引入有界变差数列的概念，这在一般的教科书中很少见到.然而若读者学 
过无穷级数的内容之后，就会发现这个概念只不过是与一个给定数列对应的无穷级数 
是绝对收敛的而已，而证明它收敛等价于证明无穷级数中的绝对收敛级数必定收敛的 
定理，因此本质上没有新东西.建议初学者可以跳过这道题，等到学过无穷级数的初步 
概念之后再来考虑它. 


习题87试叙述“某数列不满足柯西准则”的意义. 


解数列彳满足柯西准 则为： 

“对每一个 £>0，存在尺， 对每一个 n>N 和正整数 p ， 成立- a ; n+p | < e ” 
数列 { x n } 不满足柯西准则 为①： 

“存在一个如 > 0,对任意一个 N , 存在 n > N 和正整数 p , 使得- ^ n + p | ^ 印.” 
若用柯西准则的下列形式： 

“对每一个 e > 0,存在 TV , 对任意的 m ， n > N , 成立 | a; m - : r n | < e .” 

则数列 { x n } 不满足柯西准 则为： 

“存在一个如 > 0,对任意一个 iV ， 存在 m ， n > N , 使得 |: r m | 口 

①习惯上将存在一个 e 记为印，以强调它的特定性. 



注本题的要求是用肯定语气写出数列不满足柯西准则.这对于反证法的使用是 
必要的.例如为了证明某一个给定数列收敛，打算用反证法.于是第一句话就是“设该数 
列不收敛”.由于柯西准则是数列收敛的充分必要条件，因此“该数列不满足柯西准则”. 
然而由此开始如何再做下去？ 

这就是要求用肯定语句（或者说正面方式）将“不满足”某个条件表达出来（这类题 
在后面还有，例如 §1.7.1 的习题668, §1.9 的习题787都是如此).先举一个简单例子.我 
们知道“数列 { x n } 有界”是 

“存在一个正常数对每一个 n , 成立 | a : n | < M ” 

于是“数列 { x n } 不是有界”就可以用肯定语气表 达为： 

“对每 — 个正常数 M ， 存在一个 n ， 成立|0；„| > M .” 

以上的做法可以归纳为一条“对偶法则”.它的详细介绍可以看 [231 的 §1.4 等参 
考书.其中使用的逻辑符号 V 和3分别表示“对每一个”（即“对任意一个”）和“存在” 
(即“有”)，但是对偶法则的有效性与是否使用这两个逻辑符号无关. 


习题88利用柯西准则证明以下数列 发散: 


Xn = 


•7T + 




解1由习题87知，问题是要找 到-个 特殊的句 > 0,欲使无论取多大的 iV ，都存 
在 m ' n > N (不妨设 m > n ), 使得 |: c m -:彡如.在工 m -工 n 中含有的项数为 m - n . 
为了减少 m ， n 的两个任意性，取 m == 2 n 试探之.由 


\X2n-X n \ = 


n + 




可见若取如=+，则不论如何取总可以取一个 n>N (例如令 n 二 W + 1)，同时取 
m = 2 n ， 由上式得 | rr m - &| > 因此这个数列不满足柯西准则，它是发散的 .口 

解 2本题是单调递增数列，因此不必用柯西准则，只要证明数列无上界就可以推 
出它发散.这有多种方法.比较简单的是观察以下求和 计算： 

i2 = 1 + i = 1 i' 

a ：4 = + 皆 + j 〉 X 2 + 2 • (j) = rr 2 + 士 = 2’ 

无8 = A + + + + + + + +〉怎 4+4. ( 音) = x 4 + + > 


从而可以猜测对每个正整数 n 成立以下不 等式： 

>l + f • (1.18) 

现在用数学归纳法对此作出证明.如前所述， （1.18) 对于 n = 1，2,3已成立.假设 
它对于 n = k 成立，则对于 n = /c + 1有 
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X2*+i = 尤 2 釦 + 


( 2 ^ 


2 k + 2 


2 


ftt ) 




夸忐 
* + 1 


2 


因此不等式 (1.18) 成立.由此可见数列 { x n } 无上界，因此发散 .口 


解 3用反证法. 

由于 { Xn } 是单调递增的，若收敛，则存在常数 M ， 使得每个〜< M . 
回忆习题 75(a) 提供的不等式，就有 

ln(n + 1) = In + In + … + In 旱 
、 ’ n n - 1 1 

< 丄 + ― Lp 十 • • • + 1 = X n < Af ， 
n n — L 

于是对每一个正整数 n 成立不等式而这是不可能的.口 


解 4从习题146的公式就知道与对数 hm 只差一个欧拉常数和无穷小量，因 
此可见 lim x n = 4 - 00 . □ 

注 " iT 个习题实际上就是证明下列无穷级数发散： 



如前所述，由于其中从第二项起每一项是前后两项的调和平均值，因此称它为调和 
级数.本题的是级数的前 n 项之和，故 { x n } 称为这个无穷级数的部分和数列.无穷 
级数的收敛或发散就是根据其部分和数列的收敛或发散来定义的.因此本题实际上就 
是证明了调和级数发散. 

从 （ L 18) 可以猜测虽然无界，但增加极其缓慢.实际情况确实如此.例如用 
Mathematica 软件不难计算出，该数列超过10的第一项是 x 22 367 « 10.000043. 证明 
{ x n } 发散在数学分析的历史上是有重大意义的事件，因为这个结论不是通过计算数列 
的前若千项就能被发现的（这里可以参考 [231 的例题 2.2.6 中的历史注解). 


1.2.6 子列、聚点与上下极限 (习题 89-134) 


《习题集》中的子列概念与一般教科书中相同，只是记号略有不同，即将数列 { x n } 
的子列记为 { x p J , 其中是子列的第 n 项在原来的数列中的下标，即其位置.例如 
{ x n } 的偶数项子列为 { X2n }, 即有 P n = 2 n ， 奇数项子列为 { x 2 n ^ l }, 即有 Pn = 2 n - 1. 

从子列的定义即可推出，其各项的下标形成的数列 { Pn } 除了每一项是正整数之外， 
还具有以下性质： 

(1) 1 彡 Pi <J>2 < •" <p n < •••; 

(2) 对每个正整数 n 有 p n 彡 n ; 

(3) lim p n = -f^o- 
n〜oo 

我们将下一个习题的内容称为子列的基本定理. 


§1.2 数列理论（习題 41-150) 
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习题 89 证明，如果数列: r n (n = 1，2，...）收敛，那么它的任意子列 a; Pn (n = 
1 ，2，...）也收敛，且有相同的极限： 

lim x p = lim x n . 
n—oc n—^oc 

解相对地说，把 {x n } 看作“整体”，其子列 {x Pn } 是它的一个“局部”.当“整体” 
{〜} 的 n 〉 AT 时有 | x n - a | < e , 则其“局部” { x p J > TV 时也满足同样的不等式. 

记 lim^xn = a , 则对 e 〉0,存在 7 V ， 当 n > AT 时一 a | < e . 注意〜> n ， 
故对 { x ^ T 取上述的斤，则当 ri > N 时也有 p n > JV , 于是 |: r Pri - a | < e . 这就是 
lim x Pvi = a . □ 

n—oc 

练习容易举例说明，若 { x n } 有一个或若干个子列收敛，则 { x n } 未必收敛.也许 
使人惊异的是若 { x n } 有无限个（不同）子列收敛于同值时， { x n } 也未必收敛.请先掩卷 
深思之. 

提示•.把 { x n } 的下标数列 { n } 分成无限个子列，对每个下标子列定义不同数列，使 
它们都收敛，但其中除一个数列收敛于 a 外，其余数列都收敛于 fe # a , 由此即得要求的 
例子. 

注习题89有-•个重要推广，即当 lim 〜= ± oo 时， {x n } 的每一个子列 {x Pn } 

n—oo 

也有 lim : c Pn = ±oo. 

n—^oo 

习题 90 证明，如果单调数列的某个子列收敛，那么这个数列也收敛. 

解1不妨设 { x n } 单调递增，于是 { x p J 也单调递增，它收敛时必有上界 R 而对 
聲-个 n ， 由 n 彡 p n 得〜 彡彡 Z ?， 故 { x n } 也以 S 为其上界，从而 { x n } 收敛 .口 

解2实际上本题不需要用什么定理，从数列收敛的定义即可推出. 

不妨设数列 {x n } 单调递增，且有某个子列 {x Pn } 收敛于 a , 则对于给定的 e > 0, 
存在 N , 使得当 n > N 时成立 | cr Pri - a | < e . 

由于该数列单调递增，因此其子列 {x Pn } 也单调递增.于是当 n>N 时就有 

a - e < x Pn ^ a . 

可见只要取 iVi =〜 +1 ，就使得当 n > 时，有 x Pn + i 彡 x n . 另一方面，对每一个 n ， 

存在某个 Pv , 使得 n < p n '， 从而又有: r n 彡 x Pn ,. 于是当 n > N ! 时就有 

a — e < x p N+l 彡 3：n 彡 x p n t < a ， 

这就是 |： r n - a | < e ， 即已经得到 x n = a . □ 

下面 4 题与本小节的标题似接关系，但它们本身都是重要的. 

习题 91 证明，如果 lim : r n = a ， 那么 lim | z n | = | a |. 

解用不等式 || x n | -| a || ^ | x n - a | (B §1.1.4 的习题 21( a )) 即可证得.注 意：本 
题的逆命题不成立.例如： r n = ( - l ) n ( n = 1，2 ，...）就是 如此.口 

习题92设 〜 — a ,试讨论极限 lim 

n—^OO Xn. 




解当 a # 0时，利用商的极限运算法则，由 lim x n = a 就推出 lim - = 

n—*oo n—^oo X n 



当 a = 0 时，上述运算法则失效， lim 手 就是所谓 I 型的不定式，需直接考虑 

n ― >oo Xn U 

通项为的数列的性态.它可以发散，也可以收敛，而在收敛时可以有各种极限值. 
(这就是不 1式这个名词的由来下面将举出各种情况的例子. 

调和数列{丄}可作为 lim 收敛的例子. 

下面先分析 ""lim 件. 

n-^oo X n 

若 lim 存在，记为 b ， 由习题91得 lim 今±1 = | 外若|6| > 1,取 

b 1 : |6| > i / > 1, 则 n 充分大后 > I / > 1. 于是 {| x n |} 严格单调递增.这与 
x n -^0 矛盾. ' 

由此得到：在 lim 〜= 0的前提下，若 lim 存在，则必有 

n—^oo n—^oo Xn 

lim < 1. 

n—^oo X n 

下述在 lim o: n = 0 时 lim H 却不存在的例子. 

n—^oo n—^oo X n 

先作如 = g n ，o < ( / < 1，再将它越过一位插入相邻两项之间 •. 

Vn • q , g 2 , g 3 , q 4 , /，•••， 

Vn : <7， Q 2 ^ 9 3 ， /，•••， 

将所得到的数列记为 { Xn }. 则有 

工 n : q , q 2 , q , q 3 、 q 2 , q 4 ， Q 3 ， q 5 , ( f 4 , …， 

则〜 — 0. 注意到 { x n } 中部分相邻两项的次序是它们在 { y n } 中的次序的 倒序： 

X2k±l = q k = X 

U — ~ ~q 

于是若 lim ^-存在则只可能等于丄 （> 1). 这与 lim 存在的必要条件 

n 叫 oo Xn Q n—^oo X n 

lim ^1 矛盾，故 lim 今±1 不存在 .□ 

n-^oo X n n-^oo X n 

练习试用其他方法证明，对于上面构造的 { x n }, lim -不存在. 

n—too Xn 

下面的习题93是收敛数列的一个基本性质，常称为收敛数列的有界性定理.它在 
一 般的教科书中都有，其证明从略. 

习题 93 证明，收敛数列是有界的. 

习题 94 证明收敛的数列或达到其上确界，或达到其下确界，或两者都达到.举出 
所有三类数列的例子. 

解 从习题93知道收敛数列有界，从习题15知道它一定有（有限的）上确界和下 
确界. 一 个数列达到自己的上确界，就表明它有最 大数； 达到自己的下确界，就表明它有 
最小数. 
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由此可见本题等价于一个简单问题，即数列是否有最大数和最小数.对于有限个数 
组成的数列来说，显然都有.但这里的数列一般都有无限多项，这时的答案是什么？ 

从本题的结论中所说的三种可能性来看，可以看出本题其实等 于说： 收敛数列不可 
能既无最大数，又无最小数. 

用反证法.设 { x n } 收敛，但无最大数和最小数.记 a = inf { x n } 和/? = sup { x n }, 
则只能是 a <0. (否则该数列只能是常值数列，每一项同时是最大数和最小数 .） 

由于〜< /?对每个 n 成立，根据上确界的定义，对 q = 1，数列一定有某一项出现 
在区间 （/? 一 ei ，/3) 中，将它记为; r pi . 然后记£： 2 = max { xx ^ - - , x Pl ,P - 数列也一 

定有某一项出现在区间 （/3 - £ 2 ，/3〉 中，将它记为 o : P2 (这时必定有 灼 > 仍)， 依此类推， 
这样就得到了一个子列且满足 

0 -七 < X v n < 0. 

可见有 lim : r Pyi =/?，这就是说有一个子列收敛于数列的上确界 /?. 

n—^oo 

同理从数列不达到自己的最小数可以推出有一个子列收敛于数列的下确界〜 


由于 a <久因此得到了有不同极限的两个子列.这对于收敛数列是不可能的（这 
里可以引用习题89的结论). 

具体 例子: 数列{|，|， • • • ，^， . •. } 的上确界为|，同时是数列的最大数. 

数列{一|， 一 +， … ，一士， … } 的下确界为一士，同时是数列的最小数. 

数列（如 — 5, ★，—+，•，_"， ""士 "，… 丨的上下确界为 如一 都可达到 .口 

注本题中的数列必须是收敛的.否则，如习题 118 中给出的如下数列 

丄丄 i 丄丄 

2, 3， T ， T ， 4，了， 5， U ， 了，…， 

0 和1是它的下确界和上确界，但都不能达到.这就是说它没有最小数和最大数. 


习题95 证明，趋向于 + QO 的数列 〜 （n = 1，2,… ） 一定达到其下确界 • 

解1可能想到如下证明，由条件 〜 —+oo (n — oo ) 知，对任意的圮存在 AT , 当 
n > iV 时， : c n >尺.故取前 TV 项的最小值… , xn } 即得 { x n } 的最小数. 

这个证法似是而非，因上述证明中只说 n > iV 时: r n > K ， 并未顾及 n 彡 7 V 时: n n 
的大小.若 n < JV 时〜也大于 / C ， +是 min { xi , x 2 , - - - , xn } 就未必是 { a ; n } 的下确界. 

为了弥补上述漏洞，可从 { x n } 中先任取 一项， 例如 心 （不论正 负〉， 作为则 
当 n > iV (> 1 ) 时的〜 都大于 xa ， 因此都不可能是 { x n } 的最小数.这样就保证了 
rain { xi , a ： 2 , - - - ， Xtv } 的确是{〜}的最小数 .口 

解2 (证明概要）首先需要如习题89后的注中所说，证明若数列〜 — + oo , 则它 
的每一个子列也都如此. 

然后证明若 infix ,,} = - 00 ,则存在子列 a: Pfc — - oo , 从而引出矛盾. 

最后证明若 infOrd 为有限数，但不可达到，则存在子列收敛于这个下确界，从而 
也引出矛盾. 



其中后两步的证明与解 1 中的内容类似 .口 

以下有不少求数列的上下确界、聚点和上下极限的习题.这里首先要在概念上 明白: 

(1) 聚点（也称为极限点）必是某个子列的极限，反之，收敛子列的极限必是数列的聚点; 

(2) 最大的聚点和最小的聚点就定义为数列的上极限和下 极限； 

(3) 将聚点和上下极限概念推广到包括土 oc 会带来很多 方便； 

(4) 数列的上下确界未必是聚点，但若是聚点，则必定是数列的上下极限. 

极限是数学分析中的基本概念，数列的极限更是基础，可是只有收敛数列才有极限， 
即使引入非正常极限 oc 之后也还是不够的.这使其应用受到限制.数列的上下极限却 
不然，只要引进 +oo 5 -oo 作为广义的数，则数列的上下极限总是存在的，这为数列的应 
用带来不少方便.没有上下极限的数列极限理论是不完整的. 

本小节以下的习题都是关于上下极限的内容. 

先介绍一个命题，它在寻找上下极限时是很有用的. 


命题 I. 2 若数列 {〜} 可分成 A: 个收敛子列，其极限分别为 Cl ， c 2 ，…，％ 则就有: 
ilm = min{ci,c 2 , ••- ， oJ ， Hm x n = max{ci,c 2 , ••- ， c fc }. 

n—oo n—^oo 

证为此只要证明数列的每个收敛子列的极限只能在 ， C /c 之中就够了. 

任取数列 {x n } 的一个收敛子列 {x Pn }, 由于 {x n } 已经分成为 A: 个子列，因此 {x Pn } 
至少与这个子列中的某一个子列（假设是第 j 个+列）有无限多项是相同的. 

根据子 列的基本定理（即习题 89), 这无限多项组成的子 列一定 收敛于 Cj ，mi 时又与 
收敛子列 {x Pn } 有相同的极限，因此得到 lim :r Pr4 == •.口 

n—oo 

练习当 { x n } 满足命题条件时，对于给定的收敛子列 { x Pn } } 证明中的 j 是唯一的 
吗？要求 Cl ,C2, …， C/c 互不相等吗？ 

注命题 1.2 将满足条件的 {x n } 的上下极限计算归结为求有限个数中间的最大值 
和最小值，这对于只有有限多个聚点的数列的上下极限计算是很有用的工具. 

习题 101-115 是求数列的确界和上下极限，我们选讲其中几题. 

习题 101 (b) 求数列 x n = (-l) n 1 (2 + 吾 )（n = 1，2,… ） 的 in £{ x n }, sup{x n }, 

lim Xfiy lim Xn • 
n—oo n^oo 


解求 snp{x n } 时涉及〜的大小及变化趋势.将按的正 
负分成 {x 2 ^ 1 },{x 2n }, 它们分别为正值单调递减和负值单调递增.这样就得到 

inf{ar n } = inf{x 2n } = x 2 = — 吾， sup{x n } = sup{x 2 n-i}= 怎 1 = 5, 

由于子列 {And} 和 {x 2n } 都收敛，极限分别为2和-2,因此用命题 1.2 就得到 
lim x n = lim x^n = —2, lim x n = lim x 2n -i — 2. □ 

n._vrv^ n—too n—♦oc n—>oo 
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习题103 求数列〜= 

lim x ny lim x n . 


cosf (n = 1，2,…）的 inf { x n }， sup { a : n } 


2 


解 1 按 cosrr 的最小正周期 2 tc 将分成 4 个收敛子列， 


= 


4 fc + 2 
4 fc + 3 ’ 


4 fc + 4 

IFTT ， 


Ti = 4/： + 1， 
n = 4 A : + 2, 
n = 4 A : + 3, 
n = 4 /c + 4. 


这样就得到 

inf{x„} = inf{a ： 4jfe + 2} = lim x 4fc 十 2 = 0 ， 

k 一 oo 

sup{x n } = sup{x 4 fc 十 4} = lim X4/C+4 = 2. 

k—^00 

由于上述 4 个子列分别收敛于1，0,1，2,根据命题 1.2 得 

lim x n = min { l ，0,2} = 0， lim x n = max { l ，0,2} 


= 2 . □ 


解 2 由于因子 


1，只要先研究 { cos -^-} 的收敛子列即可. 它只有 3个 


常值 子列： {0}，{一1}，{1}，因此有 m({x n } = 0, sup { x n } = 2, 

lim x n = 1 + 1 • min {0, 一 1， 1} = 0， 


lim x n = 


iax {0, —1,1} = 2. □ 


习题 112 求数列 〜=(1 + 去 ) n .(_ ir + sin 手 （7 i = 1,2,…）的 iim 


lim x n . 


解注意到 I (1 + 士)' (- l ) n | = (1 +去)％ 2 > I sin 子|，〜的符号由它的 
第一个项确定，即知 { x 2 n -!} 恒负， { x 2n } 恒正. _ 

这时下极限 iim 〜可在 { x 2 n -!} 中取得.由于 (1 + - (― 1) — - e ， 

•7 C 可分为4个收敛子列，它们分别趋于 辱' 因此由 


而 


2 n — 

~ T 


命题 1.2 可知 Jim x n = - e - 

n — oo 

类似地得到 a：n = e ■! 




习题 116-124 都是关于聚点的题.这时下列命题是很有用的. 

命題 1.3 数 a 是数列 {x n } 的聚点的充分必要条件 是：在 a 的每一个邻域中含有 
该数列中的无限多项. 


证分两部分来证明. 
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必要性 若 a 是 { x n } 的聚点，则在该数列中有一个收敛子列{%」以 a 为极限. 
因此对每个 e >0, 存在 N , 当 n > N 时就有 x Pri e ( a -5 ,a + e ), 于是在邻域⑷中 
就含有数列 { x n } 中的无限多项. 

充分性只要找到 { x n } 的一个收敛子列以 a 为极限即可.由于邻域“⑷中有数 
列 { x n } 中的无限多项，因此可在邻域中取到某一项，记为 : r Pl . 

然后在中又有 { x n } 中的无限多项，因此也可在该邻域中取到某 一项， 记为 
x V 2 , 而且总可以使得 p 2 > Pi . 

如上面那样继续下去，用数学归纳法①就可以得到一个子列 { x Pn }, 它满足 |: r Pn - 
(2| <丄，可见该子列收敛于 a . 口 

7 h \ 

推论设数列 { a n } 中的每一项都是数列 { x n } 的聚点，则 { a n } 的聚点也是 { x n } 
的聚点. 

(推论的证明可留作为练习 •） 

在知道聚点的定义和命题 1.3 后，上述关于聚点的一些习题都不难.只举一个例子. 

习题 us 求下列数列的聚点：皆，如 m ， |，如香，吾，音，… • 

解观察这个数列的结构可见它实际上就是由所有真分数组成的数列.从下面的 
证明可以看出它们的排列次序实际上是没有关系的. 

任取点 a €丨0,11,又任取它的一个邻域 O e ( a ). 利用分母为 A : 的 A : - 1个真分数都在 
(0,1) 内，相邻两个数的距离为+，因此在 O e ( a ) 中一定含有分母 A ： 充分大的真分数，即 

原数列的无限多项.具体来说，只要 k > 士， 就必定有一个分母为 fc 的真分数落在邻域 
O e ⑷中.用命题 1.3 就知道 a 是聚点.于己经证明丨0,1】屮的点都是该数列的聚点. 

对于任意的数 fc 貧 t 0, 1]，一定可以取5 > 0充分小，使得与丨0, lj 不相交.由 
此可见6不是的聚点 .口 

习题125实际上是一条重要的定理，它为许多问题提供了有用的工具.在教科书中 
一 般称为波尔査诺-魏尔斯特拉斯凝聚定理（或致密性定理等)，也是实数系基本定理之 
一 （见 t 23 j 的第三章).由于它的证明可在教科书中找到，这里从略. 

习题125证明，在有界数列心 （n = 1，2,…）中必有收敛子列 (n = 1，2,…） • 

注对于习题125的内容，有人将它描述为“从混乱中找出了秩序' 因为数列的有 
界性只告诉我们它落在一个有限区间内，其他什么也不知道. 一 旦找到一个收敛子列 
后，则就提供了一个聚点.这时如命题 1.3 所示，就会提供许多新的知识，它们有可能用 
于解决许多问题. 

下一个习题可以看成是习题125在数列无界情况的对应物，证明从略. 

&这表明数学 -纳法 不仅司 ： 用于证明（包括恒等式和不等式在内的命题),还可用于构造.在这里就是构造 
出满足一定条件的子列.这种用法在高等数学中是常见的，往往将这一步简称为“归纳得到”或“归纳构造”. 
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习题126证明，如果数列: r n (n = 1,2，...）无界，那么必存在子列 o : Pti ， 有 



习题 127-130 是关于收敛数列四则运算法则的反思，它们对于正确理解和运用这些 
法则是重要的. 

习题 131-135 是关于上下极限的运算法则.对于上下极限不熟悉的读者可以看 
§ 1 . 2.9 的第3点，其中有关于这方面的一个概述. 

注意，在习题 131-133 中都需要补充条件，即其中出现的极限的和或极限的乘积都 
有意义. 

为书写简明起见，在下面几题的解答中略去极限记号 “ lim ” 下方的 n — oc . 

习题 131 证明： 

(a) Jim x n -f iim y n ^ Hm (x n 十 y n ) ^ iim x n + lim y n , 

tl— too n—♦oo Ti—oo n—♦oo n ^oo 

( b ) jim x n + lim y n ^ lim ( x n + y n ) ^ lim x n + lim y n , 

n—^oo n—oo n—too n—^oo n—oo 

其中假设在左边和右边的求和都有意义. 

举出在这些关系式中严格不等式成立的例子. 


解只给出 （ a ) 的证明，请读者完成 （ b ) 的证明. 

左边和右边的和有意义就是不允许出现两个极限为异号无穷大的情况. 

(1) 先证明左边的不等式 Urn x n + Jim y n jim ( x n + 2 / n )- 
先看 iim 为无穷大的两种情况. 

(1.1) 若 Jim : r Tl = - 00 ,则另一项不允许是 + 0C , 因此不等式左边为 - 0C . 这时无 
论右边如何，这个不等式总是成立的. 

若有 iim Xrx = +00,则就是： Cr * — 十 OO . 这时不允许 卫阻如 =~00.这表明数列 
{y n } 下方有界，于是 {Xn + Vn} 仍为正无穷大量，即是有 iira ( x n -f ?/ n ) = Hm (x n +y n )= 
+ oo . 于是不等式两边都等于 +00. 

由于对称性，对 iim 2 M 为 _ oc 和 + OC 的两种情况的讨论是相同的，不再重复. 

(1.2) 余下的情况是 4 = 〜和 S = 都是有限实数的情况.这表明数列 

和 {y n } 都是下方有界，且都不是正无穷大景. 

若有 iim (〜 +知）=+ 00 ,则不等式己经成立.否则数列 {〜 + 存在正常收敛 

的孓列 {〜 + %>]，使得 

lim (x Pn + y Pn ) = iim (x n y n ) < + oo . 

由此可以看出 { x Pn } 和 {y Pn } 除了下方有界外，同时还都是上方有界的.否则 { o ; 〜 + 
y Pn ) 无上界，上式左边的极限就是正无穷大了. 

应用习题125于有界数列 { x Pri }, 可见它必有收敛子列.由于这个子列仍然是 {x n } 
的子列，因此不妨设 {x Pn } 就已经是这个收敛子列.由于此时的 { x Prl 收敛，于是 

可推出 { y Pn } 也 收敛. 
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利用 Jim < lim x Pn7 Hm y n < lim y Pn , 因此就得到所要求证的不 等式： 
iim x n 十 Jim 如彡 lim a: Pn + lim 2/ Pn = lim ( x Pn 4- 2 / Pn ) = iim ( x n + y n ). 

(2) 现在证明右边的不等式 lim ( x n -h y n ) ^ lim x n 十 Tim y n . 

一 种方法是模仿 （1) 中的证明（模仿法)，另一种方法是将问题归结为 （1) (归结法). 
下面用第二种方法. 

根据上下极限定义可以推出 lim = - lim (— y n ). 

先从 （1) 中的不等式得到 

Jto (― 2 /n) + Jim ( x n + Vn) ^ Jim \- y n -f ( x n + 2/n)] = iim x ny 
然后将左边的第一项移到右边变成上极限，这样就得到所要求证的不等式. 

(3) 取 { 〜 } 为 0 ， 1,0 ， 1 ， ." ， {y n } 为 2,0,2,0, …，则 {〜 + %}为 2 ， 1 ， 2 ， 1 ，.".于 
是就有 

iim Xn = 0,iim y n = 0，Jim (x n 十 y„) = l,Tim y n = 2. 

与之对应的不等式就是0 < 1 < 2,即都是以严格的不等号成立的不等式 .口 

注在习题 131( a )，( b ) 的两边出现 oo - oo 的无意义情况时，可以举例说明，中间 
的 Jim (〜 + 2 / n ) 可以取到任何有限数以及 ± oo , 这是上下极限中的不定式. 

习题 132设 杯彡 0 ，如彡 0(n = l,2 ， .. ）， 证明： 

( a ) iim x n - Jim i/ n ^ Jim { x n y n ) ^ Jim x n • Tim y 7l) 

n—foo n—oo n—»oc n—♦oo n^oo 

( b ) iim x n - lim y n < lim ( x n y n ) < Tim x n - Tim y ny 

n—♦oc n^oo n—^oo n — +00 

其中假设在左边和右边的乘积都有意义. 

举出在这些关系式中严格不等式成立的例子. 


解只写出 （ a ) 的证明，请读者完成 （ b ) 的证明. 

在下面的证明中两个数列都是非负的条件是重要的.此外，左边和右边的极限的乘 
积有意义就是不允许出现0 • oo . 

(1) 先证明左边的不等式 Jisi . _lim y n < Jim ( x n y n ). 

(1.1) 先看 Jim 〜为 0 和 + 00 的两种情况.若它为0,则另一个因子不允许是 + oc , 
因此不等式左边为0,而右边非负，这总是成立的. 

若有 hmx n = + 00 ,则就是〜 —+ oo . 这时不允许有 lim = 0. 这表明至少从 
某项起 2 M 有正下界.具体来说，即存在> 0和 7 V ， 使得当 n > iV 时有>如 > 0. 
这样就有 iim ( x „ y n ) = lim ( x n y n ) = + oc . 于是不等式两边相等，即都是 + oo . 

由于对称性，对 iim 2M 为0和 + OC 的两种情况的讨论是相同的，不再重复. 

(1.2) 余下的情况是0 < 4 = iim < + oo , 0 < B = Hm y n < + oo . 这表明数列 

hn } 和{如}(至少从某项开始）都有正下界，且都不是正无穷大量. 

若有 iim { x n y n ) = 4- oo , 则不等式己经成立.否则数列 { x n y n } 存在正常收敛的子 
列 {^ Pn ?/ Pn } 使得 



lim ( x Pn y Pn ) = Hm ( x n y n ) < +cx>. 

由此可以看出和 { y Pn } 除了有正下界之外，同时还都是上方有界的.否则上式左 
边的极限就是正无穷大了. 

应用习题125于有正下界的有界数列 { rr Pn }, 可见它必有极限大于0的收敛子列. 
由于这个子列仍然是 { x n } 的子列，因此不妨设 { x p J 就己经是这个子列.由于其极限 
大于0,而子列 { x Pn y Pn } 收敛，于是可推出 { y Pn } 也收敛，其极限也大于 0. 

利用0彡 Jim : r „ 彡 lim : r Pn , 0彡 iim y n 彡 lim 2 / Pn ， 就得到所要求证的不等式： 
iim - iim y n ^ lim x Pn - liin y Pn = lim { x Pn y Pn ) = Jim ( x n y n ). 

(2) 现在证明右边的不等式 Jim ( xnVn ) ^ Jim - Tim y n . 与习题 131 ⑷的证明 
(2) 相同，用归结法来做. 

若非负数列 { y n } 有无穷多项为 0 ,则就有= 0 ,不等式成立.否则，就存 
在 iV ， 使得当 n > 7 V 时如 > 0. 这时根据上下极限定义可以推出 


Vn = 


lim 


先用 （1) 中的不等式得到 


iim — - Urn { x n y n ) < Jim [士- { x n y n )\ = Um x ny 

yn Vn 

然后将左边的第一个因子除到右边变为上极限，这样就得到所要求证的不等式. 

(3) 取 { rr n } 为音，2,如2,…， { y n } 为3,音,3,如…，则 { x n y n } % 吾，1，|，1，…， 
于是就有 

iim Xn = y,Jim y n = -~ ? Um (x n t/n) = 1, lim y n = 3, 

于是对应的不等式就是即都是以严格的不等号成立的不等式 .口 

注在习题 132( a )，( b ) 的两边出现0 • oo 的无意义情况时，可以举例说明，中间的 
hm ( x n y n ) 可以取到任何有限数以及士 OC , 这是上下极限中的不定式. 


习题133证明，如果 lim 存在，那么对无论怎样的数列 〜 （n = 1，2，..0都 


有: 


( a ) lim (x n + y n ) = lira x n -\- hm y ny 

n—^oo n-^oo n—foc 

( b ) lim (x n y n ) = lim a; n • lim y n (x n ^ 0) 

n—>oo n—♦oo n—^oo 

其中分别假设在右边的和与乘积有意义. 


下面只对习题 133( b ) 给出证明，请读者完成 133( a ) 的证明. 

解1若数列 { y n } 中有无限多项为非负（包括每项均为非负的情况在内)，将所有 
这些非负项记为一个子列 { y Pn }， 并注意到数列 { x n } 非负，则就有 

lim y n = lim y Pn? lim { x n y n ) = lim ( x Pn y Pn ). 

应用习题 132( b ) 的结论，就有 
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lini x n - lim y n = lim x Pn • lim y Pn 

^ ISS {x Pn y Pn ) = {x n y n ) 

< lim x Pn • Um t/ Pn = lira x n Hm y n , 

可见其中均成立等号. 

对于相反的情况，可以不妨设如 < 0 (n == 1，2, • • •). 然后对于非负数列知}和 
{ x n } 应用习题 132( a ) 的结论，这样% 

iim (_ 2 / n ) • lim x n = - lim y n - lim x n 

彡 Jim i-y n Xn) = - Hm {x n y n ) 

彡 Jim (一 y n ) • lim x n = - lim y n - lim x n> 

可见其中也都成立等号 .口 

解2模仿习题132⑷的解就不难证明本题的 （ b ). 记 Z = lim 〜，5 = TIS ； 如. 
为观察方便起见将要证明的等式重新写出 如下： 

fim (x n y n ) = lim • Um y n = AD y (1.19) 

其中 { x n } 为非负数列，且已有（常义或广义的）极限.先讨论 (1.19) 的右边出现因子0 
和 oc 的情况. 

(1) 若 A = +00,则只能允许公一 0. 这时 (1.19) 的两边都是无穷大，其符号与 B 
的符号相同. 

若 S = ± oo , 则只能允许4 > 0,于是 (1.19) 两边都与 B 相同. 

_ (2) 若4 = 0,则 Z ? 必须是有限数.这时有 y Pn — S ， 因此也有 x Pn y Pn ^ 0. 这表明 
i (xnVn) ^ 0. 由于上极限 B < + OC 表明 { y n } 有上界，因此只能是 ( Xn y n ) = 0. 
即 （1.19) 的两边等于 0. 

若 i ? = 0,则只要看0 < >1 < + oc 的 情况. 这时只能有 K (〜如）彡0.又从 
1/ Pn — O 知道有 x Pn y Pn — 0,因此 K ( a : n 如 ） = 0•即 (1.19) 的两边等于 0. 

(3) 余下的情况是 B 为非零有限数， A 为正有限数. 

这时若有子列 x Pn y Pn — C ， 则就有 ypn — 彡认因此 C 

另一方面存 在 ？/ Prl — 因此 x Pn y Pn -> AB. 因此只能是 "HS (x n y ri ) = AB. □ 

注 1 与习题 133( a ) 不同，在习题 133( b ) 中的条 件〜彡 0 是本质的.例如当 
x n = -1 只要令 J/ 2 n -1 三 1 ， 2 / 2 n 三 — 1 ， 就有 lim (x n y n ) = lim 2 / n = 1, 从而习题 
133( b ) 中的等式（即 (1.19)) 的左边为1，右边为-1，故不能成立. 

注2关于模仿法和归结法再说几句.这在待证的命题有几个类似的结论时是经常 
遇 到的. 模仿法对熟悉和理解该方法有益，以后遇到现成的定理不敷应用时，也许该方 
法仍可用来解决 问题. 归结法通常比较简洁，两者各有所长. 

下一道题的原有结论不够全面，现作补充后给出解答丨4, 16, 25 j . 

习题 I 34 证明，如果对某一个数列〜 （ n = 1，2, …） 和无论怎样的数列如 (n = 
1，2, …） ，使得 


§1.2 數列理论（习題 41-150) 
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( a ) lim ( x n + y n ) = lim x n -f lim y n 

n—^oo n—^oo n—^oo 

或者 


( b ) ^lnn ( x n y n ) = Jhn x n - ^lhn y n ( x n ^ 0) 

中至少 有"^1 等式成立! 1 数歹 in &} 或者收敛于正常极限，或者发散于 + oo . 


分析这里正确理解题意非常重要. 

数列 { x n } 给定在先，然后对于任意一个 { 2 / n }, 条件 （ a ) 和 （ b ) 中的等式至少有一个 
成立.只是仅当为非负数列时才可以用条件 （ b >. 这与上一个习题133的 （ a ),( b ) 
恰好对应.这里要注意对习题133需要加上右边的和与积都有意义后其结论才能成立， 
而在本题则已经默认了这一点.可以认为，习题134几乎就是习题133的逆命题. 


解用反证法.若结论不成立，则只有两种可能性. 

第一种可能性是 lim Xrx = - oo . 这时条件 （ b ) 不能用只要有 lim 如:= + oc ， 则 
条件 （ a ) 的右边无意义，而左边可以等于任何有限数或土 oc ， 因此等式不能成立. 

第二种可能性是 lim 无意义.记 iim 〜4 = /3,则有 

一 oo ^ or = lim x n < lim x n — f 3 ^ - foo . 

这时分两种情况讨论. 


(1) { x n } 不是非负数列，这时只要检査条件 （ a ) 中的等式是否成立. 

今 y n = - x n (n = 1，2,…），则 IHii ^ = -Hrn x n = - a , 于是条件⑷的左边为 
0,右边为 fl - a ^0 (即为正数或+00)，等式不能成立. 

(2) { x n } 为非负数列，这时 a ^ O . 设子列 — a ， 定义数列 { y n } 如下 [4, 16 j : 


这样就有 



k = Pn, ， 

其他. 


lim y n — 1 , lim (工„ + y n ) = a + 1 = iim x n -f 1 , lim { x n y n ) — a . 

对于条件 （ a ) 得到 a + 1 / + l , 而对于条件 ( b ) 得到 a ^/3, 因此都不能成立等式 .口 


注从习题133可知若 { x n } 正常收敛，则对任何 { y n } 都满足条件 （ a ) 中的等式， 
而在其极限不是0时也满足条件 （ b ) 中的等式.同样可知，若 lim = 4- oc , 则除了 
ti ^ y n = - oc 之外都满足条件 （ a ) 中的等式，又除了 2/n = 0之外都满足条件 （ b ) 

中的等式.因此在习题134的条件下推出的结论不仅是必要的，而且也是充分的. 


习题135将在补注小节中作为例题.用于说明处理上下极限问题的各种方法.习题 
136和137较难，其中的方法与上面的习题都不相同，也将在补注小节中解答. 


①在 [25] 的附录 A 中证明，即使习题134的条件 （b> 中去掉限制 （x„ 彡 0) 之后， lim 〜= -oo 仍然不 
能对所有 [ y n ] 满足条件 （b). 这当然来自于习题 133(b ) 中的条件> 0) 是本质的.参见在该题解答后的 
注 1. 


1.2.7 柯西命题和施托尔茨定理（习题 138-145) 

这是指习题138和 143. 它们是计算答型的不定式的有力工具，在微分学中的对 

0 C 

应物就是著名的洛必达法则（见 §2.9) ①. 


习题138 (柯西命题） 证明： 如果数列 rr n ( n = l ，2, …）收敛，那么算术平均数列 

= ~-( a：i + X2 -♦- • • • -h x n ) ( n = l ，2, …) 

lb 

也收敛，而且 

工 1 + 工 2 + •••+〜_ 


lim 

n—oo 


=lim x n 

71 — 00 


逆命题不成立，请举例加以说明. 


解1为了简化讨论，将 : Tn — a (n — oo ) 记成 x n = a -f a n , 其中 — 0. 考虑 

— a = 士 (Xi + X2 + ... + Xn) 一 a = 士 (》l + • • • + a n ). 

It 11 

把上式右端分成前后两段: ~-( o：i +••• +、•）+ -f • • • + Qf n ). 先取充分 

大的 iVh 使后段分子各项都很小，从而后段很小.固定 A ^, 则前段分子是定值，除以充 
分大的 n 后也可以很小.这就是证明的思路. 

以下将上述简略的分析用 e - iV 的语言写出如下. 

对给定的 e > 0,存在当 n > M 时， | a n | < f . 于是有 


士 1°^ 十 1 + … + »n| < 丑 
固定 / Vu 对同一 £，存在 iV (> AT X ), 当 n > AT 时 


71 - 


參言 


H - h 

于是当 n > N 时以上两式同时成立，从而有 


q n A < 


女 |o：i + • • • + a n | < 含 |oi + …+ I + 士 |a Wi+1 + …+ a n | < e. 

此即 lim = a . 

n—♦oo 

反之，结论不 成立. 例如取振荡 数列〜 =( - If - 1 ( n = l ,2,...)， 它是发散的. 
再看这个数列对应的 {^ n }. 虽然 A = + x 2 = 0 ，：Ti + a：2 + T 3 = 1，…也是振 

荡数列，但除以 n 所得的平均值匕则是 


1，0, y ,0, y ，0, …， 


它是收敛于0的无穷小童 .口 


解2 ( 用 §1.2.6 的上下极限工具）对给定的 e > 0,存在 7 V , 当 n > 7 V 时，有 
< a n < e . 于是如解1中那样可以估计得到 

士(的 + …+ 〜)一 IL ^ L e < e n - a . < 去(⑴ + …+ 〜)+ IL= ^ L £. 

①这里应当指出，在用这些工具时，只要求分式中的分母是(严格单调的）无穷大量，而对于分子的性态如 
何并无要求.因此更确切的说法是用于 i 型的不定式. 


§1.2 數列理论（习題 41-15 a ) 


固定 AT , 对 n 取上下极限，得到 

-e ^ Um {in 一 a ) 彡 lim (& -a)^e. 

n—oc n — 00 

由于 e > 0 可取得任意小，故瓦（匕 - a ) = Jim (匕 一 a ) = 0,即 lim & = a . 口 

n-*oo n-*oo n—*oo 

柯西命题可推广到 { x n } 为正无穷大量或负无穷大量的 情况. 前者就是下一题. 


习题 139 证明：若 lim : r „ = + oo , 那么 

n—^oc 


lim 


Xi H - + 工 n 


=+oo • 


解模仿上题的分段估计法.由条件知不妨设: c n > 0. 

与上题比较可见，差别在于上题要求被估计式< e ， 而本题则要求被估计式> K 
对给定的尺 > 0,存在当 n > M 时 ，〜 > 2 K 于是这时 

1 / . . .. V ^ ^ 一 c\ JjT 


N t + l 


/Vi +2 


^ n ) > 


2 K . 


固定 iV u 存在 # (> Ni ) } 使得当 n > N 时同时成立 

±| Xl+X2 + ... + X/Vi | < ILlJh. > 

于是当 n > N 时就得到 

•~(xi + ••• + x n ) = 士 (Xi +••• + 〜）+ 士 (〜 l+1 + ••• + 〜) 


练习模仿习题 138 的解 2 再解习题 139. 

下一题是习题138在乘积形式下的推广. 

习题 MO (乘积形式的柯西命题）证明，如果数列〜（”,=1,2，...）收敛，且〜> 
0,那么 


lim 


Xu = lim Xu . 

n—♦oc 


解记 a = lim x n ，则 a 彡 0. 

n—^oo 

若 a > 0,则也有 lim i L 用平均值不等式 A (见命题 1.1): 


- 十 —— 




令 n — oc 并在两边用柯西命题，可见它们都收敛于 a ， 因此得到 lim ^ T 77 ^ 

n — ►oo 

对于 a = 0的情况则只要如上写出右边的不等式后再用柯西命题即可 .□ 
注本题的其他解 法有： 模仿柯西命题的解法，或者取对数后用柯西命题. 
下一题在无穷级数中有用（参见《习题集》 §5.1 的习题 2593). 


= a. 


习题 141 证明，如果 x n > 0 (n = 1，2,-")，那么 lim = lim 
等式右边的极限存在). n ^°° 


X n ^ r \ 


(假设 



解将写成乘积形式 




然后对于正数列: rh ，，•••， 

工 I 


「 H 吾 )••… ( 尝 ) m 

-,••• 用习题140的结论即可 .口 


习题142证明 lim 


n 

"W 


解将数列通项写为 


n — n/ n n 

W = Vi ， 


然后记〜=$，则就有 

Til 


Xn-ti (n +1) 714 - 1 n! / , 1 \ 

一 — (n+1)! . n n ~V^H) 


x n (n+1)! n n V nJ ” 

然后用习题 141 的结论即可 .口 

注这是与数 e 有关的一个极限，证明方法很多.它还与阶乘的斯特林公式有关 
(见《习题集》的 §5.10 及其中的习題 3120(b)). 

习题143证明施托尔茨 （Stolz) 定理： 如果 

(a) y n+1 > y n (n = 1，2,…); 

(b) lim y n = 4-oc; 


那么 


( C ) ! IS 存在， 


lim = lim 十 丄 一 
i-too y n n—00 2 /n-f 1 ~ Vn 


分析令如三 n， 它满足条件 （a) 和 0>). 又令 

Xi = X\^X2 = X 2 — 工 1 ， • • • jX n = rr n — ^n-ij 

就可以将条件㈦改写为 lim X n+1 存在，而结论成为 


lim ——= lim X n+l . 

_ n—^oo 71 n—^00 

可见这就是习题138的柯西命题. 

既然柯西命题是施托尔茨定理的特例，于是也有可能用证明柯西命题的方法来证 
明施托尔茨定理，这就是下列证明的指导思想. 

解 由题设的两个数列 {〜} 和{如}引入两个新的数列 { X n } 和 { Yn }, 其中： 

― -^ n+1 = 工 n 十 1 — X n \ Y \ = 2 / 1 , Y n -\-l — 2/ n+l — Vn \ 71 = 1, 2, ••- , 

则就有 

: c n +i = Xi + X2 + …+ X n+ i, y n+ \ = Vi + K + •. • + K1+1, n = 1,2 , .... 

于是习题中的条件 ( a ) ? ( b ),( c ) 就依次转换为以下三个 条件： 

( l ) y n >0 (n = 2,3,-..)； 


1+…十义 n 


(2) lim (y 1 + ... + l；) = +oo ; 
n—00 

⑶ lim ^ P - 存在， 

n—oc I n 




而求证的结论则改变为：在条件⑴-⑶下，证明: 


lim 


女：:::：泛〜 复 


X n 


( 1 . 20 ) 


以下的证明思路与柯西命题的解1相同. 

设条件 （3) 中的极限，即 (1.20) 的右边，为 a . 记 




C 一 X \ + • • • + X n 

n + .-. + n ， 

又将 — a 改记为 t = a + %，其中〜 — 0. 于是十 QnVn . 

、对 & 定的 £ > 0, 存 i 当 n > M 时，有 | a„l <奮.于是当 n > M 时，可对 
I 5 n - a | 作分段估计 如下： 


《n — a| = 


(Xi-a^O-h 


+ ( X n — aY n ) 

TYn 


Yio^i + - 

Y X V - 

Yiai + • 

~~vTT 

Vioi + • 

~' nT 

Yi^i + - 

■— vTT 


TYn ~\ 

• + Yn 

7 T ^~ 


Y Ni+1 a Ni+l -4- • - 4 - Y n ot- 

n + .-. + v ; 

匕…〜 … + • • • + Y n a , 

^ l + i 十…十 K 




这里对分段估计的第二段利用了其中的 V ； > 0 (i = 2,3，".， n ) 和|%| < f (i = 
Ni + lr - , n ). 

固定并利用条件 （3)， 即匕+…+匕― + oo , 可见对同 一 q 存在斤（> 爪)， 
当 n > AT 时，上式的 第一段 也小于 I . 于是已经得到当 n 〉 AT 时有|匕_ a | < e ， 即 
(1.20) 成立 .口 

注与习题139类似，施托尔茨定理也可以推广到条件 （3) 屮的（广义）极限 
a = -foo 的情况.此外，对于 a - -do 的情况柯西命题和施托尔茨定理也都是成立的. 
但是只有对于带确定符号的无穷大才能有这样的推广 • 

如习题 46-64 中的许多数列计算题所示，在遇到 g 时有许多方法可用，但本小节 
的以上习题提供了更为普遍有效（但不是万能）的工具.读者除 T 可以用本小节的习题 
144和145来做练习之外，也可以将这些工具用于以前已经做过的题，并与原来的方法 
做比较.（实际上习题 144( a )，( b ) 就是前面的习题60和6 4 的特例 •） 


1.2.8 迭代生成的数列（习题 148-150) 

这里只有三道题，但各有特色，需要分别介绍. 


习题148数列〜(71=1,2，...）定义为: 


^1 = X 2 = 


工 n —2 


(n = 3,4,…） • 


求 lim x n . 






解 1 (从研究数列的分布规律 着手） 不妨只讨论 a < 6的情况.这时有 X ! < < 

x ^ y 又有 x 3 < X4 < X2 - 用数学归纳法可以证明对每个 n 有 a < rr 3 < …< x 2n -i < 
X 2n < -■ < X 4 < X 2 . 于是 {[ x2n - UX2n \} 成为一个区间套.这使得子列 { x 2n - l } 单调 
递增有上界，子列 {X 2n } 单调递减有下界，因此两个子列都收敛. 

写出： C 2 n = ^( X 2 n-l + 3：2 ti -2) 和 3：2 n-l = -^( x 2n -2 + 0^-3)， 两式相减，则得到 

怎 2n — 尤 2«-1 = y(^2n-l — 工 2n-3) = ~^(^2n-2 — X2n-3). 

由此可见上述区间套的长度趋于0,因此 lim : r 271 = lim x 2 n ^ i . 这样就证明了数列 
{ x n } 收敛.记其极限为儿 ^°° 

为计算极限 A ， 我们来计算区间套左端点（或右端点）之间的距离的变化规律.从迭 
代式可见对每个 n 有 

^n + l - X n = 音 (X n + X n _i) 一 X n = — + (X n — X n _i). 

于是有 


X2n + 1 一 工 2n-l = 



一 1 一 工 2n - 3). 


这样就可以得到 


^2n+l = [X2n+l - a ： 2n-l] + [x 2n *l ~ ^2n-3| + 

= a + [x 3 - nj (1 + j + …+ ★) 


+ [工 3 - X ]] +Xi 


=a 


— a 
~ 


4 ^+ 


令 n — oo 就得到极限 4 = a + I • 丸^_ = 

解 2 (“攻其一点”）其实只要利用解1中的 


怎 n+l - ~ ^n-l)» 

就知道增 i ： a ； n + i - Xn ( n = 1，2,…）是公比为一士的几何数歹 I 

lim x n = lim [xi + (X2 - a^) + …+ (x„ - x n -i)] 


的几何数列.于是即有 


lim [a + (b- a)(l -可 + 
x—^oo Z 


(-ir 

2 n-2 


a + ( b - a)-—^- r =a + ( fe - a ).| = ^ i ^. □ 

l ^~2 


解 3 (线性差分方程方法）本题的线性迭代可以看成为一个二阶线性齐次差分方 
程，它与常微分方程中的二阶线性齐次微分方程非常相似,有现成的解法. 

将迭代公式写为二阶线性齐次差分方程 


2x n — Xn— 1 _ 工 n— 2 = 0, 


尝试求 a: n = f 形式的非零解，其中底数人一 0待定. 


( 1 . 21 ) 




将上述形式代入方程 (1.21), 就得到关于 X 的二次方程 

2 X 2 - X - 1 = 0, 

解得心=-去，人 2 = 1. 容易看出〜为方程提供了解(- ^) 71 以及它的倍数，而？12提 
供了方程的常值解. 

现在写出这两个解的线性组合 

= + ( 1 . 22 ) 

其中待定常数為 S 的选取应当由方程 （1.21) 的初始条件心= a 和 A = 6来决定.于 
是有线性齐次方程组 

一 + S = j/l + B = 6. 

从公式 （1.22) 可见 x n = D , 而只要从上述方程组消去力就得到 C = -^26. 
于是答案就是 lim x n = B = □ 

71 一 OO O 

解4 (矩阵方法）未学过矩阵的读者可在以后再看这个解法. 

考虑下列二维向*的线性迭代： 


=爭 


( Xn ) = (i t 

\Xn-lJ \ 1 0 



^ n -\ 


求出右边的系数矩阵/! = (f g ) 的特征值为-士和1，然后将它化为对角阵•，即 
4 = 5 (40 4 ^ 1 ，其中 5= ^(」 2} )， <5 — 1：= 1“' 1 ).于 是就有 


)= 


:… 七 1 


^就得到右边的极限为 


0 = (- 2 : 



：)(； ⑽- 


+ 2 b 



这就是 lim 〜 □ 


注以上的解3和解4中的方法都具有一般意义，即可用于解许多类似的问题. 


习题149设〜 （ n = 1，2，"0是用如下公式确定的 
数列： 

x 0 > 0, x n ^i = y ( x n + (n = 0,1，2, • • •)， 
证明 lim x n = 1. 

n—>oo 

解这是按照 Aw = f ( x n ) 生成迭代数列的典型习 
题. 先从几 何上来观察.在右图中作出了 + 

和2/ = Z 的图像，以及从 某个办 生成 A 和: r 2 的过程. 


1/2/ =2 (x+ x 


习題149的附图 
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直观启示 { X n } 单调递减有下界，证明如下. 
利用平均值不等式 A ^ G 得到 

工 n+1 = 十 - 

将上式左边除以 rr n , 并利用< > 1，就有 




工 n+1 


=h 


)彡1， 


〜 ^ ' x 2 n 

故 { x n } 有下界1,且单调递减.于是 { X n } 存在极限，记极限为 C . 


在迭代公式中令 n -> oo 得 (7 = 士)，解得 C = 1， 即 ? Iim a: n = 1. □ 

注1前面的习题81实际上也是迭代数列问题，即从= /( x n ) 生成一个数列. 
只是其中只要求证明数列收敛.在那里的解3中是先猜出极限后再做的.这个极限就是 


方程 / Or ) = 的根，常称为函数/的不动点.关于这方面的一般规律见后面的 §1.5.7 
的第5点中的命题 1.9 和 1.10. 它们的证明见 [23] 的 §2.6. 

注2如设 a > 0,并用迭代公式+ 则就得到求平方根的 

商效率的算法，而且容易在电脑上 实现. （参见 §1.5.7 的习 639.2.) 

例如对于(2 = 2,从以= 1.5 出发，就有 x 2 = 1.416, X 3 = 1.414215, 除最后一位外 
都是准确的.这表明数列收敛于极限的速度很快.为此只要如下分析即可.为简 
单起见，取初值以> 这时所有 x n >^. iG£ n = | x n - v ^| 为误差，则就有 

^n-fi = l^«+i - \/a| = | ―(: r n + 念） - v^l 

_ Qgn - y/5) 2 _fL 
一 ~ " 2^ V 5* 

由此可见，若 e n 不超过 l ( T fc (fc > 0), 则就可能不超过 l ( T 2 fc . 这表明，每迭代一 
次，近似值的有效位数差不多会增加一倍.在计算数学中将这样的算法称为二阶算法. 
此外还可以指出，实际上这就是关于方程 x 2 = a 的牛顿求根法（见 §2.15). 


习题150证明：设 

= a ， 2/1 = ^ 工 n+l = y/^nVnr 2 /nfl 

则数列 ： r Tl 和 yn (n = 1， 2, • • _) 有共同的极限 

|/(a, b) = lim x n = lim y n 


_ Xn + yn 
一 2 


(数 a 和 6 的算术〜几何平均数). 


解这是用迭代同时生成两个数列的问题. 

若 a，fe 中有0,则从 n = 2 起，所有 x n = 0,而 知 +1 = 因此极限也是 0. 

若 a ， b 均不是0,则从题意可见只有当 a , 6 > 0时迭代才有意义. 

不失一般性，设6 > a > 0. 由平均值不等式及数学归纳法得 a < x 2 < y 2 < 
6-继续下去就有 

a = xi 彡 x 2 < x 3 彡 … 彡 x n < y n 彡 … 彡 y3 彡 V 2 彡 m = b. 


§1.2 数列理论（习題 41-150) 


57 


由此可见数列 { aJ 单调递增有上界， { y „} 单调递减有下界，因此都是收敛的.记 
它们的极限为义 = lim 〜 和 B = lim 如， 并在迭代式（的任何 一个） 中取 n — oo , 就 

ti—♦oc n — ♦oc 

得到 A = B . □ 

注算术-几何平均值是高斯发现的，它与全椭圆积分有关，并在1976年后发展成 
为髙效率的 AGM 算法 ( AGM 就是算术几何平均值的英文缩 写). （参见 [23] 的§8.7.1， 
包括关于圆周率的 Salamin - Brent 算法的介绍 .） 从恒等式 

?/ n-M -工 ifl = j { yn - X n ) 2 

即可推出误差限 6 n = yn - 满足估计 

— (2M _ X n ) 2 〜 1 2 

n+1 4(y n+ i+x n +i) 8//(a, 6) n， 

可见它与习题 149 的注2中所说的求平方根算法同属于二阶算法. 

1.2.9 补注（习题 76, 75( b )， 136-137, 135) 

在这个补注中有以下内容： 

1. 介绍极限计算中的代入法,然后对不定式作浏览； 

2. 解决几个习题76, 75( b )，136-137, 它们都具有某些特殊性质和较大的难度； 

3. 对上下极限作补充说明，其中用习题135为例给出多种解法. 

1. 极限计算中的代入法 

在数列的极限计算中经常使用代入法（也称为深入法)，其中最简单的就是极限的 
四则运算法则.这就是在已知 Xn -^ a . yn-^b 时就有 

(1) 士 2 ^ — a 土 &， (2) cx n ca , 

(3) x n y n ^ ab , (4) — 營（6#0). 

Vn u 

也就是说只需要将极限值“代入”即可. 

此外，如习题 91， 即从 〜 — a 有 |〜卜 | a |， 这也只要代入.又若将习题 6 3改写为 

丄 

a TT — » a 0 = 1, 

又将习题57改写为 1 

2 毒 + i + • • • + 忐二 f -去 一 2 1 = 2 ， 

则都 M 于可用代入法求出的极限.当然这已经超出了四则运算的范围. 

有时所遇到的极限计算问题虽然不能直接用代入法，但作些变换后即可.例如前面 
的习题49就是如此. 

此外我们还可以将 x n - oo 时就有 — 0看成为一种代入法，并简记为 -0. 
于是如习题 46( 即求 lim 和习^ 48也成为用代入法的 例子. 

n—oo 7^ + 1 

为了建立这类常见的代入运算的合理性，下面在四则运算法则的基础上，以命题形 
式列出一些常见情况以便于应用，并称之为代入法命题. 
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命题 1.4 (代入法命题） 

(1) 设 p (: c ) 是 : c 的多项式 ， lim 〜= a ， 则 lim p { x n ) = p ⑷； 

n—^oc n — >oo 

(2) 设 lim x n = a ^ 0, M lim y / x ^ = y / a \ 

n—oo n—^oo 

(3) 设 a 〉0 ， lim 〜= b ，贝 ! J lim = a 6 ; 

n—oo n—^oc 

⑷设 { x n } 为正数列， = a > 0, 则 Jirn ^= a b \ 

(5) 设 b > 0, b # 1， { x n } 为正数列， ^ lim ^ x n = a > 0,则 \ og b x n = log 6 a ; 

(6) 设 { x n } 为正数列 ， lim rc „ = a > 0 ， lim y n = 6, 则 lim a^ n = a 6 . 

n—^oo n—foc n—^oo 

证为简明起见只写出证明概要，请读者补足细节. 

(1) 只需要有限次使用数列极限的四则运算法则中的法则 (1)-(3) 即可. 

(2) 这可以作为一个独立的练习题来做，也可以作为 （4) 中的& = | 的特例得到 
(还可参看 §1.9 的习题 802( d ) 的解 1). 

(3) 从 一 a 6 | =， | a — 6 -1|出发，按照极限的 e - N 定义即可解决. 

(4) 直接解不等式 —e < :^ - a 6 < s 即可，其中不妨设 e € (0, a b ) 已经成立. 

(5) 从 | log 6 〜一 bg 6 al = 1 log 6 ^\< e 出发，分别对 b > 1和0 < b < 1进行讨论 

即可解决. 江 

(6) 根据 （3) 我们只需要证明如 log u 〜 — 6,又根据 （5) 得到 lo ga x n - l , 因此结 
论 成立. （前面的 (2),(3),(4) 又都是⑹的特例 .）□ 

实际上在前面的解题过程中%往可以用代入法来简化其中的证明.例如•.习 
题60的解2与解3中有(-^-)" - 1 (这对任何实数 A 都适用)，习题146中有 

In 1^1 — 0,习题 147的解2中有 In -， ln 2. 

n n + l 

此外，有了代入法命题 1.4 之后，还可以对许多习题提供新的解法. 

例如，习题64的= log a 拆 — 0就可以看出是习题65的^ — 1的简单 
推论.又如，习题140,即¥积形式的柯西命题，只要取对数，就自然归结为习题138 了. 
同样习题142也可以取对数来解决. 

当然对于已经学过连续函数等知识的读者来说，代入法是自然成立的.但上面的许 
多例子说明在学习数列极限理论时用代入法实际上是可以证明的.同时它为不定式的 
学习提供了明显的对照和背景. 

在说明了代入法之后，下面对极限计算中的不定式作浏览. 

不能直接用代入法的极限计算问题很多，其中主要就是各种类型的不定式. 

本节从习题46起就出现了 ^和 oo _ oc 这两种不定式.当然其中不少习题在作 
了适当变化后仍然可以用代入法解决.然而如习题58 (即求 Jim 等就更复杂 一些， 

它们不是简单的代入法就能解决的. 

其他类型的不定式还有0 • oo .例如习题62的 ng " — 0 ( 其中 ㈣ < 1) 就是趋于 oo 
的因子 n 与趋于0的因子 f 的乘积，因此属于0 . oo 型的不定式. 
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此外，若将^型的不定式的分子和分母通过倒数变换交换位置，则就得到 | 型 
的不定式.它的要的出现就是在微分学的导数定义中. 

除此之外，从幂指函数还会产生三种类型的不定式:1°°， oo D 和 0 G . 

例如数 e 的定义是通过习题69中的两个数列的极限得到的.它们都是1°°型的不 
定式.习题66可改写成为 0 C 型的不定式，它的分母可看成为 oo G 型的不 定式. 

这里要指出，这三种不定式在取对数（也就是用命题 1.4 的代入法）之后，它们都可 
以转换为0 . oc 型不定式. 0 . oc 与 oc - oo 型不定式都可以转换为■^或 |型. 下面 
是将 oo _ 00转换的一种方法，它可示意地写为 

OO — OC = — ； - i —, 


然后通分，就可能得到 I 型的不定式.于是各种类型的不定式都有可能在适当变换之 
后用习题138 (即柯西命题）或习题143 (即施托尔茨定理）来 解决. 它们虽然不是万能 
的，但至少提供了经常有效的计算方法. 


下面我们再指出，利用代入法命题 1.4 和前面的习题71，就不难计算出以下各个极 


限.它们都是1°°型的不定式. 

⑴， 』-去 r ; 

⑶， jo ”; 

⑸^( 1 + 古）； 


+ n 
( 4 )!( 1 + 去+含)"； 

⑹」^(1 +音)" （ C 为常数 }• 


2•习题76, 75( b ), 136-137 

用习题71和代入法就很容易解决前面遗留下来的习题 76. 

丄 

习题76证明 lim n(a n - 1) = In a (a > 0). 

n—♦oo 

解 本题是 0 • oc 型的不定式.作代换 - 1， 于是有 — 0,同时得到 

n(a "- 1) = lna - 

从而转换为 I 型的不定式，并只需要证明 lim ln ( \+ h ) =1. 

U n—oo U n 

利用习题 71 的两个结论就可以推出当 — 0时有 

1 

lim (1 + w n ) = e . 

(这里又将问题转化为 1°° 型的不最后用代入法命题 1.4 就得到所要求的 

lim l n (l + Un ^ — lim In [(1 4 - u n ) ^ 1 = lne = 1. □ 

n—^oo Utl n—^oo J 


注已经学过函数极限的读者无疑知道更为一般的的结论（见 
习题541)，其特例是^= 1. 由函数极限的归结原理知道对于数列〜 — 0, 
x n 笋0,有 lim a -~ 1 - = lna . 若取〜=士则就是习题 76 . 

n—>oc X n Tl 

习题 75( b ) 是因“错位”而成的难题.学过微分学的读者都知道，只要用导数工具就 
容易解决（即 §2.7 中的习题 1289( a )). 在目前可证明 如下. 

习题75 ( b ) 证明不 等式： ：> 1 + a ， 其中 q 是非零实数. 

解首先指出可以从习题69得出稍弱一点的不等式 e Q ^l + a ( a ^0). 

分 a >0 和 a <0 两种情况来证明. 

若 a > 0 且为有理数，可设 a = 其中 p, 都是正整数，则从习题 69 知道有 

二 《)' 

然后利用幂函数: c 专在 x > 0时严格单调递增，就有 



对于 a < 0 的情况，由于《 < - 1 时表达式 1 + a 已经小于等于 0, 可见只要在 
-1 < « < () 的条件下来证明即可.设 a = -|•，其中 p ， 为正整数，且有> 1. 

从习题69知道对大于1的正整数 g 有 



然后利用负指数的幂函数在 x > 0时严格单调递减，就有 

(在 a > 0时最后一步只要用二项式定理，但在-1 < a < 0时的最后一步需要用到的是 
习题7中的伯努利不等式 .） 

这样就已经对于所有不等于0的有理数 a 得到了 # > i + a .对于 a 为无理数的 
情况，可以取一个有理数列 { a n }, 使得 a?l — a , 然后对于不等式> 1 + a n 取极限 
(其中包括代入法命题 1.4) 就可以得到 


e a > 1 +a (a ^ 0). (1.23) 

下面证明在 (1.23) 中不可能成立等号.其中的主要工具就是前面己经证明过的习 
题76中的极限等式. 

用反证法.分一 l < a <0 和 a >0 两种情况来证明. 

(1) 设有某个 ao €(- l ? 0) 使得 e ^ = l - ha 0 成立. 这时 

e O0+ n 一 1 ~ (a 0 + +) = (1 + a 0 ) • (e n - 1) - 

丄 

(1 + ao) - n(e n —1) — 1 
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在习题76中令 a = e , 可见上面的最后一个分式的分子当 n—oo 的极限为 a 0 < 0,因 
此当 n 充分大时上述分式小于 0. 这样就证明了当 n 充分大时，对于 a == a 0 + +来说, 
得到了与不等式 (1.23) 相矛盾的结果.因此 -1 < a < 0时其中不可能成立等号. 

(2) 现在设有某个⑴ > 0使得 e Q : = 1 + % 成立. 这时 

e Ql n — 1 — (Qi _ 士 ) = (1 -j- ai) • (e n 一 1) + + 

—丄 

一 (1 + ai ) • n(e n —1) + 1 
— n ' 

同样利用习题 76 (令其中的 a = e - 1 ), 可见上式的最后一个分式的分子当 n — oo 的极 
限为-以 < 0,因此当 n 充分大时上述分式小于 0. 这样就证明了当 n 充分大时，对于 
a = a ! - - i - 来说，得到了与不等式 （1.23) 相矛盾的结果.因此 a > 0时其中也不可能 
成立等号. 

注最后对于上述解法的来历作一点解释. 
学过导数的读者不难看出，上述解法的第二步，即 
证明 (1.23) 屮不可能成立等号，其中的思想方法 
来自于曲线2/ = P 的切线斜率在 a > () 时大于1， 
而在 a < 0时小于 1. 同时 y = 1 + a 是斜率恒等 
于1的直线. 

如左图所示，于0#0时#>1 + %同时如 
两条虚线所示，如果曲线2/ = 与斜率为1的直 

习題 75( b ) 的附图 线相交 （a # 0), 则就不可能完全在该直线的上方. 

这就是上述证明的几何背景. 



习题136的结论很有趣，它给出了数列的聚点充满一个区间的一个充分条件(但不 
是必要条件，例如见习题 118). 此外，习题136的证明也是几何思维的一个典型例子. 

习题136证 明：如 果数列 z n ( n = 1,2,…）有界，且 

n lim ( x n+1 - x n ) = 0, 

那么这个数列的聚点必充满在下极限 1= lhnx n 和上极限 L = Jim x n 之间，即区间 
[ i , L ] 内的任意一个数都是这个数列的聚^°° 



习題136的附图 

解若 / = L 则结论显然成立. 

设 Z < L ， 则只要对于任意的 a € ( Z , L )， 证明 a 是 { x n } 的聚点即可.这等价于证明 
在 a 的任何 e 邻域中存在数列 { x n } 中的无穷多项. 
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用反证法.设在 a 的某个 e 邻域中只有中的有限多项，记其中的最大下标为 
N 0 . 又不妨设 e 充分小，使得 a 乂 L 的 e 邻域都不相交(参看附图). 

由于 rc n+1 — 0,存在 iV > AT 0 , 当 n > AT 时 

|a ： n+i -^n| < e. 

由于下极限！是聚点， 存在 Ni > N , 使得 lx ' - l \ < e . 

现在我们来证明数列 { x n } 中从起的所有项都在点 a - 5的左边. 

用数学归纳法.由于 O e ( Z ) nOJa ) = 0 ， 因此 ( a _ e . 

设 n = fc 彡； Vj 时有 Xfc < a - e ， 则 Xk+\ = x k ^r {xk+i - x k ) < a-e+ e = a. 然而 
由于在 （ a - e，a + e ) 中没有下标 n 大于 AT 0 的任何 z n ， 因此只能是 xa ； +1 ^ a - e . 归纳 
法的证明结束. 

这表明在 （ a - e ， Lj 中至多只有数列中的有限多项.由于上极限1也是数列 
的聚点，因此这是不可能的 .口 

下一个习题的条件和结论对于初学者可能比较陌生.应当指出，它是极限理论中的 
一 个重要命题，在数学的多个分支中有用，其证明的思想方法也值得学习. 


习题137 设数列〜，的，… ，〜••• 满足条件 

0 < 工 m 十 n < 工 m + Tn ( 爪 ， W = 1> 2, • • •), 

证明 lim & 存在. 

n — >oo 71 


解先证收敛的必要 条件: 有界性.因 {^} 非负，只要证明它有上界. 

为此滯考察〜的变化趋势.注意题设的条件是对下标作分解时的不等式估计.仿 
此作 0 ；„的下标 分解： 暂取某个固定的正整数，将它记为£，用 t 除 n 得 n =扣+ r (r = 

这样就将 n 分成沢与 r 两部分，它们都随 n 而变化.当 n — oo 时 r 是 
有界量，的是无穷大重, g 也是无穷大童. 

依此将 : r n 分成对应的两部分，得到如下估计（其中定义 xo = 0): 


Xn = X qt+r ^ Xgt +X r ^ qx t + x r 彡 qx t + rxi, 


其中最右边一式的第二项 nn 为有界量 
现在来估计令.用上述结果有 


x n 

n 




qx t -f rxi 


n 


. 3 Lj ^ rx i 
t n n 






rx \ 

n 


其中+为常量， {^} 为无穷小量，于是知道是非负有界 数列. 

在上式中令 n — oo 取上极限得到 ^ 

n—^oo 71 t n—toe 71 t 

由于上式左边是一个确定的数，而右边的 i 可取到任何正整数，对上式令 t — OC 取下极 
限，就得到 



= lim -^ L . 

_ a rsr > Tl / 




这表明上极限等于下极限. 

由于为有界数列，它的上下极限相等就表明极限存在 .口 

注本题的结论还可以加强为= inf {^-}. 此外，数列非负的条件可以 
去掉.这时上述极限以及下确界可以 ¥i - n oo . n 


3. 关于上下极限的补充 


上下极限是数列极限的必要组成部分，这里对其基本内容作一点补充. 

首先，上下极限有三种等价的描述方式，或者说有三种等价的定义.给定一种定义 

后，其余两种定义的内容可以命题或定理的形式得到证明. 

第一种定义就是《习题集》在 §1.2 开始时所采取的，即对于给定数列将上极限 

定义为其最大聚点，将下极限定义为其最小 聚点. 在一般的教科书中会证明它们的 

存在性.此外从这个定义可以推出：若^〜=-00,则就是= - 00 ; 又若 

lim x n = + 00 ,则就是 lim x n = + 00 . 

00 

第二种定义就是用语言，也就是极限定义的推广.对于上下极限为有限数的 
情况可用逻辑记号较简短地表述如下（其中 V 读作“对每一个”，3读作“存在 ”)： 


( I ) 0 = lim 


(1) Ve > 0, 彐 7V，Vn > AT :< /? + e; 

(2) y e > QJ > N 1 •• 0 - e < x n . <0 + e 


( II ) Ot = iim x n 


( 1 ) — 

(2) We > 0 ， V7V ’， 彐 n’ > N’ •• oc — e < x n ，< a + e. 


从聚点定义容易证明上述结论.对于以无穷大为上下极限的情况不难写出相应的结果 
并作出证明，读者可以作为练习来做. 

下面是上下极限为有限数时的几何示 意图： 


{ Xn } 有无限 
多項 €OcW 


至多只有有阳 
多项 ^0+e 


至多只冇有限 

多项 ^a—e 


} 有无限 
€O c (a) 



第三种定义就是下列表 达式： 

lim x n = lim sup { a ; ni a : r i + i , • • • }, Jim x n = lim ini { x n , Xn^ir -}y 

n—^oc n—^00 n _^ oc n—♦cx) 

它们在证明上下极限的某些性质时往往可以将证明归结为上述定义右边的计算问题， 
有其方便之处. 

在前面讲解习题 131-134 时我们是按照上下极限的第一定义来进行的，下面将习题 
135作为例题给出其多种解法（其中同样略去极限号 lim 下的 n — oc ). 



习题 135 证明，如果 〜>0(71 = 1，2,".)，且 

lim x n - lim — ^― = 

n ― >oo ti ― ♦oo Xr\ 


那么数列 { x n } 收敛. 


解 1 用第一种定义，即上下极限的聚点定义.由于等式左边的乘积不允许是不定 
式0 • oc ， 而右边是1，因此可以推知两个上极限都是正有限数. 

这时 Ti ^ - i - = /? e (0，+ oo ) 是数列的最大聚点，即有子列 j 一 — /?，于 


是就有 


w ^ w ▼ 

女， 且可知这也就是数列 { x n } 的最小聚点.这样就得到 


lim x n = 


lim 


(1.24) 


然后再利用题中的等式条件就得到所要求的 H ^ x n = Hmx n . □ 

(以下几个解法中只指出如何证明 (1.24).) 

解2用第二种定义，即上下极限的 e _ N 定义.记 a = iim rr w € (0,+ oo ), 则对任 
意的 ee (0, a )， 存在 TV , 使得当 n > AT 时有 ； r n>a 一由此可见同时有 


ct — e 


因为上式右边可任意接近1，因此就有 

a 


又 W 有子列 — %于是也有 


a - 

1， W 此上述不等式成立等号，即得 (1.24). □ 


解3用第三种定义.记 


&TX = sup { 


X n ' ^ n +1 ' 


则根据上确界定义，对于 p = 0, 1，2, • • •有 




d 也就是 a ： n - f P ^ 4-. 同时对于 


任何 e € (()，/?)，存在某个非负整数列,使得 0 n - e < 
这样就已经得到 


，也就是 X n ^ po < 


0n - e’ 


inf { rr n ，: Tn + i ，".} = 


I 


1 七，^ 


然后令 n — oo , 就得到所要求的公式 (1.24). □ 

解4当然也可以将问题！ d 结于习题132中的更一般的运算法则来解决.令 
y n = 士， 则如前所说，所有出现的上下极限都是正有限数，因此就可以从习题 
132( a ),( b ) 得到 

iim ( x n y n ) = 1 ^ iim x n • lim - f - ^ lim [ x n y n ) = 1, 

x n 


可见 （1.24) 成立 .口 

注关于正数列的公式（1.24)，及其对称的公式 K = ―I 

lim 

132( a ) 的解中已经用过)，它们对于上下极限为0和 + oc 的情况仍然成立. 


(在习题 



§1.3 函数的概念（习題 151-236 ) 
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§1.3 函数的槪念（习题 1 5 1 - 236 ) 

内容简介函数是数学分析的主要对象.本节将中学数学关于函数的知识加以复 
习和扩充，为后面的学习作准备.其中的习题绝大多数都比较简单，因此在多数情况我 
们只作简要说明.下面按照内容分成几个小节来讲解.在最后的补注小节中证明关于周 
期函数的两个命题. 

1.3.1 关于函数概念的基本训练（习题 151-196) 

习题 151-170 是给定函数表达式后求其定义域，后5题则还要求其值域. 

这里的定义域就是所谓的“自然定义域”.由于数学分析是在实数系内讨论问题，因 
此在实数范围内使得表达式有意义的点的全体就称为该函数的自然定义域. 

这些习题中的函数都是初等函数，即从基本初等函数出发，经过有限次四则运算和 
复合运算得到的函数.这在中学数学和一般的数学分析教科书中都己经作了介绍.下面 
只分析一个习题. 

习题 170 求函数?/ = (-1尸的定义域和 值域. 

解当指数 o : 为整数时 （-1 产总有意义，函数值 （-1 产不是1就是一 1. 其次当指 
数 o : 为既约分数2时，其中取分母 g 为正整数，则当 g 为奇数时，分子 p 只能是偶数， 
因此 （一1 产=1; 当 g 为偶数时，分子 p 只能是奇数，因此（一 1产不是 实数. 

当指数: r 为无理数时，用欧拉公式（参见 §1.10.1 的习题819的底注）有-1 = e ' 
于是 （- l )* = e in:r = coskx + isinTLr , 因此不是实数 • 

综合以上讨论，可见本题的函数 (-1) 1 的定义域为所有整数和分母 g 为奇数的既约 
分数 f 的全体.又可见该函数的值域是二元集 {-1,1}. □ 

注由此题可见初等函数的定义域也可能是很复杂的.习题158, 162, 165等也是 
如此.只是需要指出，在数学分析中主要研究在区间上有定义的函数. 

在接下来的习题171_177中，前4题是从儿何与物理背景得到的函数 7 要求写出其 
表达式，并作出图像.后三题是对于符号函数 sgnx , 取最大整数函数 [ x ] 和不超过 re 的 
素数个数形成的函数 k ( x ) ( O ^ x ^ 20 ) 作出它们的图像.应当指出，其中 sgnrr 和 ㈨ 是 
数学分析中的常用函数，初学者应当重视. 

下面先给出习题171的解答. 

习题 171 如附图所示，在三角形 ABC 中，底乂 C = ，高 = / I ，内接矩形 
KLMN 的高 NM = x . 求矩形 KLMN 的周长 P 和它的面积 S 关于 x 的函数式，并 
作函数 P = P { x ) 和 S = S ( x ) 的图像. 
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解利用三角形与三角形相 
似，就可求出矩形的边 LM = b (1 — 晋). 

于是就可以得到矩形 KLMN 的周长和 
面积分别为 

P { x ) = 2 LM 十 2 MN = 2 (1 — |) 6 + 2工 

= 2(1 -去) a : + 2& (0 < x < h ), 

S ( x ) = LM . MN = b (1 - f ) x (0 < x < h ). 
它们的定义域为 0 < a : < h (其图像从 略). 



习题 171 的附图 


□ 


注和 S ( x ) 的图像分别是直线和抛物线，但事先不易想到的是从 P ( x ) 的表 
达式可以发现，当6 > h 时，周长 P ( x ) 随着 a : 的增加而单调递减（即附图中的情况)，而 
当 b < h 时则相反. 

这里还要指出，在应用问题中求出的函数的定义域，一般来说未必是该函数的自然 
定义域. 


习 K 177 设 y = u ( x ) (x > 0) 是不超过数 x 的素数的个数，画出这个函数当自变 
最在 a ; <20范围内的图像. 


解列出不超过20的所有素数，即2,3,5,7,11，13,17,19,就可以确定 n ( x ) 是如下 
列表的分段定义的 函数： 



I3BI 


■級 M 嫩 

IBBSl 

DSE9 

B3BI 

BEB2I 

[19,20] 


■■ 

■ 

mmmm 

mm 

■■I 

WKM 

mm 

mm 


然后就可以作出附图中的图像.下面顺便介绍与函数 7 C (: r ) 有关的一些故事. 

函数 TiOr ) 是了解素数分布的重要工具.由于 
素数个数无穷，因此当然有 

^Um^Tc(x) = +oc. 

虽然素数数中的分布规律是极其不规 
则的:但是如果将 71(2：) 除以 Z ， 则就可以研究在不 
超过: C 的正整数中素数出现的平均频率.例如有： 

i( 20 ) - i _ 0 4 对 ㈣ - 互 - 0 25 兀 (1 _ - _m__0l68 

20 — 20 一 U . 4 ， 100 一 100 一 U .说， 1000 一 1000 - U . 1W5 . 

高斯发现，这个平均频率当 Z 越来越大时，呈现出与自然对数函数 lnrr 的倒数越来 
越相似的规律性.用函数极限的等价记号（见 §1.5) 写出，这就是著名的素数 定理： 

艽 ⑷〜 Inx +oc ). 



习題177的附图 











在高斯提出这个猜测的一百多年之后，即在1896年，这个素数定理才得到证明，又 
在1949年找到了它的初等（但可能更为困难的）证明.读者可以在著名的科普读物《什 
么是数学》 [3 ]中找到有关的材料 .口 

习题 178-196 都是对于一些比较简单的函数的计算题.建议读者若有可能的话可以 
边做题边从几何上考虑它们的图像.这样将代数与几何结合起来的学习方法在数学分 
析中是值得提倡的. 


1.3.2 拟合与插值（习题 197-202) 

这里的前4题是典型的拟合与插值问题，最后两题也与此有关. 

在实际问题中往往事先不知道某个函数的表达式，而只能通过观察或实验手段确 
定该函数在若千个特殊自变量值处的函数值.以此为条件，如何在某一类函数中找出一 
个满足该条件的具体函数，这就是拟合问题.拟合的目的是为了得到在其他自变量值处 
的函数值，这就是插值问题.因此这是两个密切相关的问题. 

为此我们介绍在这方面最为基本的拉格朗日插值公式. 

问题的一般提法如下.设在互不相等的 n + 1个点办 （fc == 0,1， • • • ， n) 上给定值 
f ( x k ), 试求不超过 n 次的多项式 L n ( x) y 使得它满足条件： 

L n {xk) = /( 工 fc)，fc = 0,1 ， … ， n. 

这对于实验科学是非常有用的，即在不知道函数/的表达式的情况下，如果能够测 
定它在有限个点上的值，则就可以用多项式来近似代替 /. 

为此先考虑所要求满足的条件为 


f ( xo ) = 1, f ( x k ) = 0, fc = 1，…， n. 

显然乘积 Or - Xl )( x -x 2 )...(x-x n ) 就满足 （*) 中的后 n 个条件.于是 

卜、一 (x-X!)--(x-x n ) 

° W ' (Xo-Xi)"、 - Xn) 

就满足条件 （*). 

采用与求和记号I：相应的求积记号 n 可以将多项式 k ( x ) 改记为 




Z o(x) = Yl 


Xo — Xk 


然后再考虑在点巧处等于1而在其余 n 个良 Xk ㈣ j ) 处为0的多项式.采用类 
似的方法可见这样的多项式可记为 


= n 

fe =0 


x j — 工 k 


最后将这 n + l 个多项式分别乘以 /( a ) (j = 0,1, ••- 
的插值条件的 n 次多项式： 

j =° 獄 


n ) 并求和就得到满足原来 
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它就是拉格朗日插值公式. 

注插值问题的以上解法常称为“分而治之”.这种方法最早出现于约公元四世纪 
时我国古代的《孙子算经》中（其原文见 [14 j )， 国际上将由该法导出的结论称为中国剩 
余定理.它在今天的计算机程序设计中有用（参看 [121 的第二卷半数值算法的 §4.3.2). 

习题 197-199 可以分别用 n = 2 7 3,4的拉格朗日公式直接得到.下面给出其中最后 
一题的计算，所用的符号同前. 


习题 199已知 /( 一 1) = 0, /(0) = 2, /( I ) = -3, /(2) = 5,求三次函数 

f { x ) = ax 3 4- bx 2 + cx + d 


解对于 n = 3 计算如下（其中下标分别为一 1,0,1,2). 由于 /( 一 1) = 0, h ⑻不 
必计算. 

，。⑷==知 3 - W … 2 )， 

吣) “謂3 2) . = 4(〜-耐 

最后得到的答案为 

乙3 ( 工 ）= 0 • Z_i(x) *f 2 • Iq(x) — 3 - /i(x) -f- 5 • h(x) 

= ^ x a_7 r2 _^ x + 2 □ 

适用于 n +1 个点的拉格朗曰多项式的次数未必是 n . 事实上从上面的推导可 
见，对于 n + 1个点来说，只能说 L n ( x ) 的次数不髙于 n . 例如，习题201表明，当以 
(fc = 0,1 ， … ， n) 和 f ( x k ) (A: = 0,1， •. • ， n) 分别为算术级数时，则 L n ( x ) 的次数为 1. 

习题202则是对于指数函数的相应规律.习题200是给定三个点上的函数值求形式 
为 a + bf 的拟合函数，可以用待定系数法求解. 


1.3.3 复合函数（习题 203-213.2) 

函数的复合是产生新函数的一种重要运算. 

设给定 y = f ( u ) 和 7 X = g ( x ), 则复合函数 y = = f { g { x )) 的定义域是使 

得 g { x ) 属于/的定义域的: C 组成的.它可以是空集.例如 y = v / S 和 w = - T 2 - 1就是 
如此 • 

注意在 /。9 和 9。/ 都有意义时， 一般 来说它们并不相同. 

这一小节的习题都与复合函数有关. 

下面对习题210给出解答.它恰好是数学归纳法的用武之地. 

习题 210 设 f n ( x ) = /(/(••• /(x) … ）)，若 /(X) = ~^==,求 /n(X). 

N -^- VI + X 2 

n 次 


函数的概念（习題 151-236) 


解出发，有 



因此我们猜测有可能成立如下的 公式： 

fn(X) = (125) 
用数学归 纳法. 当 n 二 1 ， 2 , 3 时己经成立.设 n = fc 时上式成立，则当 n = fc + 1 时 

就有 

X 

(. ,,一 — 九⑷ _ + fc3 ：2 一 工 

八十 1( 卜 r , # 

V i + ^ 2 

可见 （ 1 . 25 ) 成立 .口 

习题 211 - 213 . 2 是已知复合函数时求复合前的函数.下面给出最后一题的 解答. 
习题 213 . 2 设 /(^») = /，求 /(x) 

解令〖=则问题就是如何将复合后的函数工 2 用 （表 山. 

从 f = yfrj - 可解出 a ： = 将它代入 rr 2 就得到 



这表明若在等式右边用£ = 代入就得到左边的: r 2 , 因此/(《）=就是所 

要求的函数关系.最后将《改写为 a :， 就得到复合前的 /( a :) = —^ 1 —. □ 

(1 - 工 ) 

1.3.4 单调性、反函数和奇偶性（习题 214-232) 

这里有许多习题讨论具体函数的单调性.下面是带有理论性的一个习题. 

习题 223 设 < p ( x ), 训: C ) 和 /( Z ) 都是单调递增 函数. 证明，如果 WxK /( 4 彡 
作 )，那么 

v{v>{^)) ^ /(/ ⑷）< 彬 (X)). 


解先看左边的不等式.问题是如何使得其两边发生联系. 

这可以分两步来做.先利用 ^( x )^ /( ar )， 又利用 W 单调递增，因此就有 


⑷） < w (/ ⑷). 

再次利用 v ( x ) < fix ), 就得到以 / Or )) < f ( f ( x ) y 合并以上就证明了左边的不等 
式.对于右边不等式的证明是类似的 .口 

下一习题的结论是有用的，它的解也为用分析法思考问题提供了一个例子. 

习题 232 证明，定义在对称区间 (-1,1 ) 上的所有函数可以表示成偶函数和奇函数 
之和的形式. 

分析设给定区间 H ,/) 上的函数 f ( x )， 要求找出在（- Z , Z ) 上有定 义的一 个偶函 
数 〆 rr ) 与一个奇函数 h ( x ), 使得在此区间上成立 

/( x ) = g ( x ) + h ( x ). (1.26) 

这里的目的是寻找两个具有指定性质的未知函数.下面所用的分析法与 §1.1 中用 
于证明如习题 9( b ) 等不等式的分析法有些不同. 

这就是在求出两个未知函数之前先假定它们存在,将要求证的等式认为已经成立， 
然后由此式出发作些运算或变换，看能否有办法求出 g 和/ I 的表达式. 

由于区间卜;， Z ) 关于原点对称，在 （1.26) 中用-: r 代替0：，并利用4为偶函数，即有 
g (- x ) = g { x ) : 又利用 / i 为奇函数，即有 M -工）=-&(岣，于是得到 

/( 一 x ) = g (- x ) - I - h (- x ) - g ( x ) - h { x ). (1.27) 

然后就可以从 （1.26) 和 (1.27) 两式出发，消去/ I 得到仏 又从两式消去 g 得到 ft , 即 

得到 】 】 

9( x ) = \[ f { x ) -f /( 一 X )]， / i ( x ) = |[/( x ) - /( 一 X )]. (1.28) 

最后从上述表达式可以看出 g 和/ I 确实分别为偶函数和奇函数，而且它们的和就 
是/，即满足 （1.26). 因此原来的存在性假设是正确的 .口 
通过以上分析，就可以写出非常简短的证明如下. 

解 对于在区间 (-«,/) 上给定的函数/用 (1.28) 定义两个函数 g 和纪从它们的 
表达式可见 g 为偶函数， ft 为奇函数，且满足所要求的等式 (1.26). □ 

习题232可以用于检验满足某些条件的函数是否为偶函数或奇函数.下面就是这 
样的一道练习题（参见 §1.10.1 的习题 809). 

练习设函数/对一切实数: r 和 y 满足方程 

/( a ： + y ) = /( x ) + /( y ), 

试证明/ 一定是奇函数. 

1-3.5 周期函数（习题 233-236) 

这里的题不多，但其中有两个困难.第一是周期函数的最小周期问题第二是如 
何判定某些函数是或不是周期函数. 

® 一般定义周期^正数7因此^小周期也就是最小正周期. 
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最小正周期的存在性有很好的结果，见 §1.3.6 中的命题1.5,但还没有见到计算最 
小正周期的有效方法.下面通过举例来说明我们推荐的解法. 

习题 233( b ) 证明， /( x ) = sinx + jsin 2 o : 十 + sin 3 x 是周期函数，并求它的最小 
雕 


解利用正弦函数 sina ： 的最小周期为2兀，可见/也是以 2 n 为周期的周期函数.问 
题是求它的最小周期.（这里可以参考附录一的习题335的图像 .） 

从八0) = 0可见若 p 是 f 的最小周期，则也有 /( p ) = 0. 下面我们将证明/ 
在丨0,2坰中与 S in : r — 样只有3个零点，即 0， tc ，2 ti ， 而兀显然不是/的周期（例如从 
/( f ) = | 而/(-^) = -|可知)，因此/的最小周期就是 2 tc . 

利用三角恒等式 sin 2 x = 2 sinrrcosx 和 


sin 3 x = sin 2 x cos x + cos 2 x sin x = 2 sin x cos 2 x + (2 cos 2 x — l ) sinx , 

就可以将 / 改写 如下： 

f ( x ) = sinx -h ^ sin 2 x -f sin 3 x = sina : (音 cos 2 rr + cos:r + 

在最后一式的括号内令 i = COSX, 将它写成 i 的二次三项式，就可以看出它始终大 
于0,因此/的零点与 sina ; 相同 .口 


习题 233( h ) 考察 sim + sin 以 a ; 是否是周期函数. 


解1记 /( o :)= S in:r + S i n v ^ x . 因/(0) = 0,我们可以考察/的零点全体所成集 
合，看它是否具有周期函数的零点应当具有的特性. 


由三角函数的和差化积公式得到 / Or ) = 2/ 1 (x)/ 2 (x), 其中 


fi ( x ) = sin 




2 


X, /2(x) = COS 


x/2- 

— r^r\%2 ▼- 


2 


x . 


由此可见 / 有无穷多个零点，将其全体记为数集 s . 
由于/是 / i 和/ 2 的乘积，即有 s = A ( J &， 其中 


51 = {x I h { x ) = 0} = {x I x = = o , 士1，… }， 

52 = {x\ ,2(X) = 0} = {X I ^ 9 - 1 X = &7C+ 吾， fc = 0, 土 l，"}. 


由于 W 是无理数，可见 S x n 5 2 = 0. 

由 /( o ) = o 可见，若/有周期 p ， 则 f ( p ) = /⑼= 0.因此 p € 以下分两种情况. 
(1) 若 p e S \， 则可任取某个 g € S 2 . 这时有 /(p + q ) = f [ q ) = f 2 ( q ) = 0. 因此 


p + g 利用 S ly S 2 的上述表达式可知，这时无论 p + gGA 或 p + (7€ S 2 都会导致 
成为两个整数的商，这是不可能的. 

(2) 若 p € S 2 , 则可任取某个 g G Sr 这时有 /(p + q ) = f ( q ) = / i ( g ) = 0, 因此也 
^ p -\- q € S . 以下同⑴. 

综合以上分析可知 / Or ) 不是周期函数 .口 
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解2若设/有周期 p ， 则就成立 

sin(x + p) + sin y /2 (x + p) = sin x + sin y /2 x . 

移项得到 sin( ； r+p) - sinx = sin \/2a: - sin \/2(x -f- p), 然后对两边用三角函数的和差 
化积公式得到（已约去公因子 2): 

cos ( a : 十 j ) sin I = — cos \/2 (x -f y)sin 
取 x 使得 o ：+1 = 则左边为 0. 由于力是无理数，右边的第一个因子不等于 

0,因此只能有 sin f = 0. 于是是 2 tt 的整数倍. 

同样取 rr 使得 y /2 (x + f ) = f ，则同理推出 sin f = 0,于是 p 又是 2 tc 的整数倍. 
由于是无理数，以上两个结论不能相容，可见 f ( x ) 不是周期函数 .□ 

注第一个解法与上面对于习题 233( b ) 的解法相同，即从/(0) = 0出发研究/的 
零点集若/有周期 p ， 则一定有 p € S . 第二个解法取自名著⑺的中译本的191页. 
其中还证明了更为一般的结 论：当 a 为无理数时， 

sinx -h sin ax 

一定不是周期函数.不难看出，用解1中的方法也可以推出这个较一般的结论. 


习题234证明，对于狄利克雷函数 



任意有理数都是它的周期. 


x 为有理数， 
x 为无理数， 


解有理数加有理数仍是有理数，无理数加有理数必是无理数，因此结论成立 .口 

注本题表明，非常值的周期函数也可以没有最小正周期.此外，狄利克雷函数是 
分析中的重要例子，今后还会多次出现和使用（参见 §1.7.3 的习题 734). 

习题 23 6证明，如果函数 f(x) (- oc <x< + oo ) 满足等式 

f(x + T) = kf(x )， 

其中 A : 和 r 是正常数，那么 f(x) 可表示为 /( x ) = a^x) 的形式，其中 a 是常数， ^(x) 
是周期为 T 的周期函数. 


解 1( 分析法）假设结论成立，则就有 

f{x + r ) = a : 十 7 V(: r + 7 1 ) = kf ( x ) = ka x ( p ( x ). 

利用以 x + T ) = ^( x ), 又在两边约去就得到 a T = fc . 于是解出 a 二 • 然后从 

可以确定出 

p(x) = f(x)k 一〒， 

以下只要验证如此确定的 a 和 if ( x ) 是否合乎要求.从略 .口 

解 2 (综合法）取 a = A: +和 cp(x) = 则己有 /(:c) = ip ( x ) a x . 又从 
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<p{x + r) = /(X 十 T)k~ T = kf{x) . k _ T = f{x)k~~T = 咖 ) 
可见 w 是周期为: T 的周期函数.口 

1.3.6 补注 


在周期函数的研究中会遇到许多困难的问题.在这一小节中将以两个命题的形式 
回答与前面的习题有关的两个理论问题.由于其中需要后面的连续函数等知识，初学者 
在第一次阅读时可以先跳过，等以后再回过来学习. 

注意： 周期函数的定义域不一定是整个实数轴.例如中学数学中的6个三角函数, 
它们都是周期函数，但除了正弦和余弦函数之外，其余4个都不是以 (- oo ,+ cx >) 为定义 
域的.其中特别要注意，正切和余切函数的最小正周期是 7 C . 

第一个问 题是： 最小正周期的存在性问题. 

如习题234所示，狄利克雷函数 x ( x ) 以任意有理数为其周期，可见非常值的周期 
函数也未必有最小正周期.那么什么条件下能够保证一个周期函数有最小正周期呢？ 下 
面以命题的形式给出这方面的一个常用结论.同时可知非常值的无最小正周期的周期 
函数一定是处处不连续的. 

命题 1.5 设/是非常值周期函数，且至少有一个连续点，则/有最小正周期. 

证用反证法.若/无最小正周期，即有无穷多个越来越小的正周期.由于任何两 
个周期之差仍为周期，因此/必有任意小的正周期. 

取趋于0的一列正周期 ％， n = 1，2,…•又设/于点邱连续.则对于任何点 a ;， 存 
在分解式 x = x 0 + k n a n 4- /3„, 其中 A: n 为整数， 0 ^ p n < a n . 于是有 

/ ( X ) = /( X 。+ fcnttn + 凡）= /( x 0 +/3 n ). 

令 n — oo 并利用 / 于点： r 0 处连续，就得到 /( x ) = /( xo ). 因此/是恒等于 f ( xo ) 的常 
值函数，与假设条件相矛盾. 口 

注命题 1.5 最早见于数 学通报 杂志的1963,第12期，其中周期函数的定义域为 
整个实数轴.此外还可参考该刊的1959,第12 期； 1963,第6 期； 1965,第4, 6 期； 1980, 
第10期等. 

第二个问题是：两个周期函数之和是否是周期函数. 

如习题 235.1 所示，定义域相同的两个周期函数，如果它们的周期可公度，也就是两 
者之比为有理数，那么它们的和与积也是周期函数.其证明并不困难. 

另一方面，习题 233( h ) 则表明周期不可公度的两个周期函数之和可以不是周期函 
数.这是否具有一般意义？ 

下面的定理要比习题 233( h ) 和所引的⑺中的结论更为一般. 


命题 1.6 设 A 和/ 2 是定义在同一集合上的周期函数，它们的周期不可公度.若 
fuf 2 中至少一个有界，又至少有一个连续，则/ = /，+ / 2 不是周期函数. 
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第一幸分析引论 


证用反证法.设/有周期 p >0 , 则从 

0 = /(x + p )- f ( x ) = / i(x + p ) + f 2 (x + p )- fi ( x ) - f 2 { x ) 

得到恒等式 

/ i(x 4- p ) -/ i ( x ) = -/ 2 (x + p ) 十 f 2 { x ). 

利用这个恒等式定义一个新的函数 F 如下： 

F { x ) = fi(x + p )- fi ( x ) = -/ 2 ( x + p ) + f 2 ( x ). (*) 

设 T x , T 2 分别是 A 和 / 2 的周期.从定义 （*) 可见 F 同时以 T u T 2 为周期.不妨设 
> T 2 > 0,则 F 又以:_乃为周期.利用辗转相除法，可见 F 有无穷多个越来越小 
的正周期，从而有任意小的正周期. 

取厂的一列趋于0的正周期 a n ，n = 1，2, • • •. 设: ro 在定义域中，则对于定义域中 
任意其他点 X ， 有分解 x = a：o 4- k n ot n -f /? n , n = 1,2, …， 其中 A : n 为整数, 0 ^ f 3 n < a n . 
不妨设 A 和/ 2 中的八为其定义域上的连续函数，于是有 

F ( x ) = F(xo 4- 0 n ) = / l(*0 + jSn + P ) - / l(Xo + 0 n)i 
令 n — oo , 并记上式右边的极限为 C ， 就得到 

F ( x ) = F ( x 0 ) = fi ( x 0 + P ) - / i (® o ) = c . 

于是对所有: r 成立 

F { x ) = fl(X + p) - fi ( x ) = 一 /2(a ： +p) + ,2( 工） =C. 

这时对一切整数 n 有 

/ i ( x 0 + np ) = fi ( x 0 ) + nc , f 2 { x 0 -f np ) = f 2 { x 0 ) ~ nc . 

由于 fuh 中至少有一个有界，因此只能有 c = 0. 

于是就证明了 F 三0,同时也就证明了 p 是八和/ 2 的共有周期，引出矛盾 .口 

注1这个证明是苏州大学的陈敏教授告诉编者的.特别当只,/ 2 中有一个是 
(- oo ，+ oo ) 上的连续周期函数时，定理的条件满足.此外，从证明可见，连续条件可减弱 
为在某个单侧连续或存在极限. 

举一个例子 

例题设 f \{ x ) = tanoTta:，a > 0, f2 ( x ) = X ⑷（即狄利克雷函数)，证明， f { x ) = 
fi ( x ) + f 2 ( x ) 为周期函数的充分必要条件是 a 为有理数. 

解若 a 为有理数，则/:与/ 2 的周期可公度，根据习题 235.1 知道/ = /i + / 2 为 
周期 函数; 若 a 为无理数，则可以根据 A 连续，/ 2 有界,然后用命题 1.6 知道 f = h+h 
不是周期函数 .口 

最后，不易想到的是周期不可公度的两个周期函数之和仍然可能是周期函数. 

1956年有人在 美国教学月刊 上提出问题：两个周期函数的周期不可公度时，它们的 
和是否仍然可能是周期函数？许多读者给出了肯定的回答，其中有两个例子发表于该杂 
志的第62卷（1957)， 598-599 页.此外还可以参考 在數学通报， 1965,第5期， 40-43 页 
和 [25] 4-10 页中的例子. 
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§1.4 函数的图像表示（习题 237-380) 


内容简介本节主要训练如何快速作出函数的大致图像（称为草图)，其中提出了 
图形的叠加（即相加)、相乘、开平方等非常实用的技巧，这对于数学分析今后的学习都 
是很有用的工具.除了按照内容分若干小节讲解方法之外，还在最后的补注小节中用初 
等方法对某些函数作出了严格的单调性分析. 

在本书的附录一中给出了 §1.4 中所有作图题的图像的参考答案.由于本节主要是 
作草图，而附录一中的图像是准确结果，因此读者的答案只要在主要方面与参考答案相 
同就可以认为是正确的. 

1.4.1 有理函数的图像（习题 237-265) 

这里包含多项式（也称有理整函数）与它们的商，即有理分式函数. 

习题 237-244 是线性函数和二次函数，它们的图像是直线和抛物线.习题 245-265 
是次数大于2的多项式和有理分式.我们先举两个多项式作图的例子. 


习题246作2/ = (1 - x 2 )(2 + a :) 的图像. 

解这是三次多项式^/= — z 3 -2 a : 2 + x + 

2. 由于它的三个根土 1, -2己知，因此在区间 
(- 00 ,- 2 ), (-2,-1), (-1,1), ( l ,+ oo ) 上的 y 的 
符号已知.根据三次函数至多有两个极值点，而最 
高次项: r 3 的系数为一 1，就可作出草图如右 .口 

注多项式作图时需要以下基本 知识： 

( 1 ) n 次多项式至多有 n 个实根， n 为奇数时 

至少有一个实根， n 为偶数时可以没有 实根； 习题 246 的附图 

(2) n 次多项式至多有 n - 1个极值点，其中极大值点和极小值点交替出现.在相邻 
极值点之间，以及极值点与无穷远之间，多项式函数一定是严格单调的； 

(3) 当 M 无限增加时 | y | 也无限增加，奇次多项式的图像两侧趋于不同号的无穷大， 
而偶次多项式的图像两侧则趋于同号的无穷大.这里的正负号由多项式中最高次项的 
系数的符号来决定. 

(以上几点均可从髙等代数课程中的代数基本定理推出，但其中的部分内容也可以 
在数学分析中作出证明.例如 §1.5.3 的习题408, §2.6.1 的习题1240, §2.7.1 的习题1281 
等都与此有关 



习题247 作?/ = 的图像. 


解注意到这是偶函数.对函数表达式作因式分解 

y = x 2 (l-x)(l-\-x)j 
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这样就知道有 3 个互异零点，其中 :r = 0 是二重的.同时还知道在 （ -1 ， 0) 和（ 0, 1 ) 上 
2/>0 ，在： ! ； <—1 和 0 ：： >1 时 2/<0. 

如习题 246 的注中所示，四次多项式最多可以有三个极值点，在相邻极值点之间和 
极值点与无穷远之间，函数均严格单调，而当 ㈣ 无限增大时 y 趋于 - oc . 

这样就可以如附图所示，作出函数2/ = z 2 - z 4 的图像. 

还应当注意到，在 a ; = 0邻近，当 N 趋于0时二次项 a : 2 起 
主要作用，因此图像与 y = x 2 相似.而当 ㈣ > 1时，随着 
Ixj 增大， - o : 4 起主要作用，因此图像与开口向下的四次拋物 
线2/ = — x 4 相似. 

此外，图像有两个极大值点和一个极小值点.它们的精 
确位置在将来可以用微分学方法求出.由于木题的函数表达 


式很简单 5 因此也可以用配方法得到 
从而求出极大值点为 ±夸、 极大值为 1/4. □ 


习題 247 附图 



接下来是有理分式函数的作图.习题251中提示了分式线性函数（其分母分子均为 
一次函数）的作图方法. 


习题251作一次分式函数 



由此可见， y ( x ) 的图像可以从最简单的直角双曲线 y =^ 出发经过三步 得到: 
(1) 将纵坐标乘以 m ， 当 m > 0时图像形状不变，只是在 y 方向比例放大或缩小，当 
m < 0时图像还要对于: r 轴作反射 变换； （2) 将经过 （1) 处理的图像在水平方向移动吻 
的距离， x 0 >0 时为右移， x 0 <0时为 左移； （3) 最后再将图像在垂直方向移动洲的距 
离，2/0 > 0时向上移， y 0 < 0时向下移. 

对于题中的具体例子，可以计算得到 





§1.4 函数的图像表示（习題 237-380) 


77 


13 

” - 3 丄 _丁 一 A 丄 13 

_2 卜吾 _2 4 ( x -|)- 

如 （ *0所示，这时: r 。 = y 。 =吾，当 x 一 a :。 =音时2/ — OC , 故有垂直渐近线 x =吾; 
当 x — oo 时 2/ — 2/。=吾，故有水平渐近线 y = y (参 见附图 

由于 m = 13/4较大，在附图中的 rr 轴和 y 轴所取的单位长度不同 .口 

在习题251中提出的方法可以用于解决本小节中许多类似的习题.这里的方法是将 
一个有理分式函数分解为比较简单的函数之和，然后在 ： r 方向和 y 方向作平移，最后将 
图像相加等. 

下面是两个常见函数的作图题，这就是习题256和 257. 

习题256作 y = — i-y 的图像（阿涅西箕舌线). 

1 + X 

解 容易肴出它是偶函数，于: r = 0达到极大值1,在两侧均为严格单凋，且当 | x | 
无限增大时趋于 0. 因此有水平渐近线2/ = 0. 见下面的附图 .□ 

习题257作2/ = -^4 -的图像（牛顿蛇形线). 

解 容易看出它是奇函数，2/的符号与 x —致，故只豁讨论 x > 0的部分.在 
0 < X! < X2 ^ 1 时从 

一+ 二 r ) 

可见 Z /( X ) 在[0, 1] 上严格单调递增，同样考虑1 ^ XI < X 2, 又可看出 2/0 r ) 在 [1, + O 0) 
上严格单调递减.这样也就已经知道极大值点是 x = 1，极大值为 1. 又可看出 
2 /(- foo ) = 0,即有水平渐近线?/ = 0.这样就可以作出附图中的图像 .口 



1.4.2 无理函数、幂函数和初等超越函数的图像（习题 266-324.2) 

这里的初等超越函数包括指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数以及它们的 
复合. 

下面先看出现平方根的最简单例子. 

习题266作?/ = ± y/-x - 2 (抛物线）的图像. 
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解只要将函数表达式两边平方就得到抛物线方程 

rr = - y 2 -2. 

它的图像如附图所示，即是以 x 轴为对称轴，开口向左的一条抛物线. 

但这里可以提出另一种观点，即对于图像直接进行开平方根的运算.这对于理解如 
何从 f ( x ) 的图像得到 v / TR 或土 的图像是有益的. 


设已知 f ( x ) 的图像，则为了得到 y = ± y / f ^) 

的图像，首先确定其定义域是使得 / Or ) > 0的那些 I 
值.对于习题266这个定义域就是 (- oo ? -2]. 

其次是除了有上下对称的两支曲线外，要注意到 
在定义域的边界点处曲线?/ = ± y / W ) 可能会有垂 
直的切线.本题的情况就是如此.其原因可以从幂函 
数的图像来 理解. 我们知道 y == 当0 < a < 1时， 

在点 rc = 0处函数图像就有垂直切线，因此开平方根 习題 266 的附围 

运算就有可能出现这样的现象. 

当然幂函数的情况不完全如此.例如 /( x ) = #，则 y = v / J ( i ) 在 a : = 0处的切 
线与 re 轴重合，并不是垂直切线.这里的原因仍然在于幂函数2/ = 当 a > 1时在点 
x = 0 处的切线是水平的. 

如果理解了上面的说明，则以下许多出现垂直切线的图像都容易作出.为方便起见， 
不妨先作出 f { x ) 的图像，然后再作= y / J [ x ) (或 y = ± y / Kx )) 的图像.如附图所示， 
我们将 /(： r ) = - rr -2 用虚线表示，然后将它在 rr 轴上方的部分“幵平方”就得到所要的 
答案 .口 

注从后面的习题 328( e ) 和 329.1( d ) 可知、“开平方”是对于图像的一种运算.这里 
对于如何从 /( x ) 的图像得到（位于: r 轴上方的） vTR 的图像再作一些说明，请读者与 
习题266的解答对照起来看： 

(1) 只有/( X )的图像在: r 轴上方的部分才能被开 平方； 

( 2 ) 由? / = v /5 的单调递增性可知， y / J ( x ) 的单调性与 f ( x ) 相同.因此对 f ( x ) 的单 
调性区间分析就提供了 y / J { x ) 的单调性 区间； 

(3) 在 / Or ) 的图像与： r 相交处，如果图像在该点的切线既不是水平切线，也不是垂 
直切线，则^/7^在该点具有垂直切线； 

(4) 更进一步，若1 < /( rr )， 则1 < < f ⑷， 而当1〉 f ( x ) > 0时，则 

1>/^>/(外 

在这一小节的习题中还包含了一些复合函数的作图，例如习题279中的6个小题都 
是给定 ^( x ), 求作#⑷的图像.建议对于这类题分别作出扒=扒 ㈤ 和 W 的图像， 
然后从它们的变化趋势判断出复合函数的变化趋势,进而作出图像.实际上习题266也 
可以说是如此作出的复合函数的图像. 
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当然这样的图像一般来说只能是草图，其中许多进一步的问题需要微分学知识的 
帮助才能完全解决. 

下面再解答几个习题，其中的函数都是数学分析中的重要例题.它们的图像表明了 
复合运算情况的处理方法. 

习题298作 y = sin a : 2 的图像. 



习題 298 的附图 

解这是偶函数.容易知道其零点全体为士取所有非负整数.从数列极限 
(习题 47) 知道 

Jir^(>/(n + 1)71 - y/nk) = 0, 

即相邻的零点之间的距离随着 n 的增大而单调趋于 0. 同样可以确定该函数达到+1和 
- 1 的自变 S 值，这样就容易作出其草图.还可以从今后关于 sinx 〜 rr Or — 0) 的知识 
知道在 x = 0 附近 ， & = sinrr 2 的图像与 y = x 2 相似 .口 


习题299 fy = sin 丄的图像. 

X 

解这是奇函数，即关于原点中心对称.在点 x = 0处无定义.值域为 - 1 < < 1. 
当 a : 从 + oo 减少趋于原点的右侧时， 1/ rr 从0单调递增到 + oo , 因此^/在-1到1 
之间作无限次摆动.具体来说， y 在丨 I ， +00) 上单调递减趋于0,图像以 y = 0为水平渐 

職 ，& [ H ] ±^-1 糊馳 @1 1 ， 脉雛. 麵酬衣 獅雌 y 麵辟 
点和取到士 1的所有极值点的坐标 .口 




习题299的附图（右分图是左分图的 x >0 部分在水平方向的放大) 


下面两道题与图像的乘法有关，同时它们在理论和应用上也很重要. 
习题304 作以二^ 的图像. 












解该函数为偶函数，于 : r = 0处没有定义，但根据下一节的函数极限知识知道它 
在该点的极限为 1. 


将该函数的图像看成为正弦曲线 sinx 与直角双曲线1相乘，就可以作出下面的 

X 

图像，其中用虚线表示的4条曲线是2/ = Or > 0和: r < 0)，它们将 y = _的图 

像夹在中间，且在 sinx = 士1处与之相切 .口 ^ 



习题304的附图 


在《习题集》的新版中增加了习题 324.2, 其中含有12道小题.它们可以认为是到 
此为止的本节习题的一个小结.下面给出这些习题的提示或解题概要，供读者参考.它 
们的图像均见附录一.关于其中使用的各种技巧可以参考下一小节，即 §1.4.3 中的习题 
325, 328和 329.1. 


习题 324.2 作下列函数的 图像: 


( a ) y = x 3 — 3 x 十2; 

(参考前面给出的习题 246 的解题过程 

(b) y = 孑； 

(先将 2/( x ) 分解为 

以=一 1 _ 1 — + — 5 _ 1_ 

y 4(^-1) 4(1+ x ) 2(1+ a :) 2 ? 

然后分别作出每一项的图像：再将它们相加.这里可以参考前面给出的习题251的解题 
过程，还可以参考附录一中习题 260-261 等的图像 .） 

(c) 2/ = l^T; 

(这是偶函数，只要先作出 x > 0的部分再关于2/轴作反射.对 a ; > 0可先作分解 

然后将各项的图像相加即可 

(d) V = -x 2 ); 

(参考前面对于习题266的解题过程.在附录一中将根号下的: r ( l - x 2 ) 的图像用虚 
线画出，然后取其大于0的部分开平方即可.还可以参考习题 267-273 等的图像 

( e ) y = 3 sin (号十 |); 











§1.4 函数的图像表示（习題 237-380) 


81 


(这是周期为 47T 的函数.从 sinx 的图像出发经过: r 方向的缩放、平移和 y 方向的 
缩放就可以得到.还可以参考习题 284-286 等的图像 .） 

(f) y = cot x ; 

(相当于习题 290 和 257 的图像进行复合，然后再乘以兀 .） 

(g) V = -^―; 

1 一 2^" 

(注意在 x = 0 9 l 处函数没有定义，当 a: — 土 oo 时^ — 2, 因此有水平渐近线 y = 2. 
分别讨论三个区间 (-oo,0), (0，1) 和 （l，+oo) 即可作出图像 .） 


( h ) j / = \ g ( x 2 -3 x + 2); 


(先作出 x 2 - 3 x + 2的图像，对其中 > 0的部分取对数 .) 


( i ) y = arcsin — sin : r ); 


(先作出 I ■- sinx 的图像，对其函数值处于[-1， lj 的部分取反正弦 .) 

⑴ 2 / = arctan (^y + 占 + 占)； 

(先作出+ -^2- + 的 图像， 然后取反正切 


( k)y = log c 083： siiix ; 


(这是周期为2兀的函数，且只对于 sinx 和 cosx 同时大于0时才有定义.于是只要 
在（()， f ) 上讨论就够了.用换底公式有 y (: r ) = 即可看出其单调性 .） 


( l ) T / = ( sinx ) cotI . 

(这是周期为271的函数，且只在 Sim > 0时有定义.于是只要在 (0,71) 上讨论.若 
将函数改写为 


y ( x ) = e cotxl n 8 in ： r ， 

并利用 cotx 的图像（见习题 290) 和 In sin X 的图像（参考习题308)，则不难确定出 y ( x ) 
在区间 (0,71：) 上严格单调递增，且有 y (+0) = 0和 y (7 i - 0) = +oo.) 

1.4.3 关于图像运算的一般规律（习题 325-367) 

习题325和328讨论了从 y = /( re ) 的已知图像出发，如何得到有关的其他图像，熟 
练掌握这些技巧对于作草图是非常有帮助的.这可以看成是前面许多习题中体现的方 
法的进一步总结.习题330则是对两个函数的图像的运算. 

习题325中包含的是关于 y = f ( x ) 的自变量和因变量的线性变换所带来的图像变 
化.为简单起见，该习题的附图只作了一个非常简单的 2 / 二 /(a:) 的图像，然后以示意方 
式表示出它在上述各种变换下所发生的变化. 
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O ^ ofc+6 X 


习题 325 的附图： ( a ) y = - f { x ), ( b ) y = ( c ) y = 一 /( 一 a ;)，（ d ) y = f(x - x 0 ), 

( e ) j / = yo 4- /(x - x 0 ) t ( f ) y = f (2 x ), ( g ) y = f(kx 4-6) ( k ^ O ) 


习题 328 要复杂一些.从其小题 （ a ) 到 （ d ) 的 4 道题是与取绝对值和平方有关的变 
换，其中从 /( x ) 的己知图像得到 

|_| + /(工)）和卜/⑻) 

的图像，即是分别取出 / Or ) 的图像在 x 轴上方和下方的部分的两种有用的“运算”. 



习题 328 的 附图： ⑷ y = \ f ( x)l ( b ) y = 4- /( x )), 

( c ) 2 / =|( l / ⑷卜 / ⑷)， ( d)y = f 2 ( x ) 









函数的图像表示（习題 237-380 


习题328从小题 （ e ) 到⑴的 5道题是各种有用的复合运算，其中第一个就是在习 
题266及其注中已经详细说明过的开平方运算. 



习題 328 的附图 （续) •• （ e ) y = y / T ( x ), ( f ) ln /( x ), ( g ) y = /(/(:)), 

( h ) y = sgn f ( x ), ( i ) y = [ f ( x )) 


习题 329.1 是给定一个具体的二次函数 f ( x ) = ( x - a)(b - x ) ( a <6), 然后要求作 
出尸^^/⑷上八外肌⑺^⑷等^个有关函数的图像.由于这里存 
在两个参数 a 和因此在一幅學像中不能反映出所有可能的情况.下面的附图中所取 
的参数使得 max /( x ) =鱼 :/ ■ 己 <1，它与 rnax /( x ) ^ 1的图像是不一样的. 
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下面给出新版中增加的习题 329.2 中的一个小题的解答（该题共有10个小题).它 
对于作复合函数的图像，以及理解正弦函数和反正弦函数的关系，都是有益的. 

习题 329.2 l)(a) 作出函数 y = arcsin ( sin x 2 ) 的图像 • 


解如下面的附图所示，首先用虚线作出函数 sinx 2 的图像（见习题298的附图). 
由于 2/(4 是偶函数，以下只需讨论 x ^ O . 



首先作单调性分析. 

在区间 [0 iy / f ] 上 sinrc 2 从0严 
格单调递增到1，因此 2/(0：) 从0严格 
单调递增到 f (参见习题311的反正 
弦函数的图像).同样可以知道在 K 间 

l / f , v /^上从 f 严格单调递 

减到-以此类推就可以确定图像的 
各个单调区间. 


从反正弦函数的定义知道，当 MS f 时成立恒等式（参见 §1.8.2 的 (1.46)): 


arcsin(sini/) = y, 


就可以简单地写出函数 2/0 r ) 在各个区间上的分析表 达式. 

首先在 h^/f, yf ] 上就有 y( ： c) =，然后利用 f 彡 y = x 2 < f 时有 

sinx 2 = sin(7C — x 2 )， 

而|冗一工 2 | < f ，这样就知道在区间 [ y ^ f ，上有2/ = 71 - X 2 .同样可以推出在区 

间 [ /¥， \ f ¥ ] 上有 y = x2 - 27 C 等等.这样就可以作出附图所示的图像. 

由以上分析可见这个函数图像是由分段抛物线弧组成的曲线，同时这也使得我们 
对于附图中的每个角点如何形成有确切的了解 .口 


习题330则是从两个函数 2 / = f ( x ) 和 2 / == 的图像出发求它们的和、积与复合. 

在附录一中以 /( x ) = sino : 和贞 z ) = Irr 为例作出了它们的图像.在习题 331-350 中给 


出了这方面的许多训练题.此外还有训练倒数变换 


/⑷ 


的习题 351-355. 
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习题 356-358 是复合函数的训练题.它们对于复合运算的理解很有帮助.在习题 
357中出现#。矽=分。 f ， 而在习题358中则出现 ( pojj ) -=fz 

习题359_367是与对称性有关的训练题，这里包括奇延拓、偶延拓和周期函数的一 
些讨论.其中三道不难的理论题 363-365 指出了轴对称、中心对称和周期性之间的联系， 
很有意义. 

现在给出习题363的解答. 

习题363证明，如果函 数？/ = f { x ) (-oc < x < + oo ) 的图像关于两条垂直线 
a ： = a * a : = fc ( a <&) 对称，那么函数 f ( x ) 是周期函数 • 

解任取 rr ， 它关于垂直线 x = a 的对称点就是 2 a - a : (易见 x ^ 2 a - x 的算术平 
均值等于 a ). 于是有 f { x ) = /(2 a - x ). 

同理有 /( x ) = /(26 - x ). 从 

/(2 a — x ) = /(26 — x) 

出发，令 2 a - rc = <,则就有26 - x = 26 - (2 a - t ). 将它们代入上述等式，并再将6改 
写为 X ， 就得到 

f ( x ) = f (2( b - a ) + x) y 

可见/(4是以 2(6 - a ) 为周期的周期函数 .口 

1.4.4 反函数、用参数表示的函数和隐函数的图像（习题 368-370.2) 

习题368中的4个小题是给定 x = 后作其反函数2/ = 的图像.下面只对 

作图过程作简要分析，然后作出小题 ( d ) 的图像. 


习题368作函数的图像，其中 

( a)x = y - y 3 ; (b)x= 士泛； 

( c ) x = y — lny ; ( d ) x 2 = sin y . 

分析只要以 y 为自变量作出函数 a ： = 的图像，则其中每一个严格单调的曲 
线段就确定了反函数?/ = y ( x ). 在附录一中的习题368的4幅图都是这样作出的. 

这里只要注意在作出 a ： = 的图像之后，对于某些范围的: r 值可以存在多于一 

个的2/与之对应，因此实际上确定了 2/ = 2/(0：) 的多个单值支. 

另一种方法是利用 : r = x ( y ) 的图像及其反函数 y = y (: r ) 的图像关于直线 y = x 对 
称，因此可以先将题中的方程 i = 中的 a :， y 对换，改为 y = y (: r )， 在作出它的图像 
后再关于直线 y = x 作反射即可. 

下面以最后一个小题 ( d ) 为例来说明具体作图过程. 

首先将题设中的方程: r 2 = sinT / 改为 y 2 = sinx , 如附图的左边分图所示，先作出 
sinx 的图像，然后施行图像的“开平方”运算，得到右边分图中的士的图像.这时 
当然只有使得 sinx^O 的部分才能被开平方.（参见前面的习题266的解以及其注 .） 
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最后，将右边分图的图像关于直线 y = x 作反射，这样就得到附录一中习题 368( d ) 
的图像 .口 

习题369中的7个小题都是要求作出用参数表示的函数的图像（见附录一).下面对 
其中较难的两题给出解题过程. 

习题 369( b ) 作以参数形式给出的函数 y = y ( x ) 的图像，其中 a ； = t + |， 

2/ = f + 古 ■ 

解我们推荐的方法是先分别作出 I = 和？/ = 的图像（它们就是附录一 

的习题253和255中的图 像)， 见附图的分图 ( a ),( b ), 然后根据对它们的分析来确定出 
y = y ( x ) 的两支曲线，并作出其图像，见附图的分图 （0. 



习题 369(b) 的附图 

下面将详细说明，如何充分利用附图的分图 (a),(b) 所提供的信息，比较准确地作出 
分图 (c) 中的 y = y(x) 的图像. 

从分图 （a)，(b) 可见，当 Z 从- oo 递增到0时， a : ⑷从- oo 递增到-2,然后递减趋 
于 - oo; 而 2/(t) 则是简单地从- oo 递增趋于 +oc. 这样就容易作出分图 （c) 中的左边的 
一支曲线，其中用箭头标出了参数 t 从- oc 递增到-0的方向. 

在上述作图时需要求出 m^cx(t) = -2, 这不难得到如下. 不妨看 t > Q 的情况，这 

时从平均值不等式就有 t | > 2, 且当《 = 1 时成立等号.可见 i > 0 时 a:(0 的最小值 

为 2. 由于为奇函数，因此也就知道6 < 0时 z ⑷的最大值为一 2. 







函數的图像表示（习題 237-380) 


关于的单调性也是容易分析的.例如，设 G -1，则就有 

3^2) — T(h) = t2~ — (^1^2 一 1) 〉 0 ， 

可见 x ⑷在 (-00,^1] 上严格单调递增. a :( t ) 在其他区间上的单调性分析是类似的. 

现在考虑 f > 0对应的一支曲线 2 / = y { x ). 如分图⑷， ( b ) 所示，随着 f 从+0递增 
趋于+00, 和 y ⑷都是先递减后递增.然而由于它们的单调性的转变还分别对应于 
不同的参数值，因此要困难一点. 

仍使用平均值不等式，从 


y ( t ) = t + 




且在 | 时成立等号，因此就确定了 i =妁时 y ( t ) 达到最小值$ s 1.890. 

样可以对 t > 0时的2/⑴作出单调性分析.例如，当0 < h < t 2 < 於时就有 


3/⑹一 y ( ti ) = t2-ti 


古-* = 气“ 1 •(巾 i h - ^) < 0, 


其中利用了 


。。> 2y/t^h= /長•畏 > _(秦 • 备) = 租 

可见 2/(0 在(0,於]上严格单调递减 . ？/⑴在其他区间上的单调性分析是类似的. 
然后就可以制成下列 表格： 


x { t ) +oo 
y { t ) +oc 


(0,1) 1 (1, 於） V 2 ^ 1.260 (枚 + OQ ) 

~\~~2 7 ^2 + -^ « 2^054 /~~ 

3 W 

\ 2 \ ^ « 1.890 / 


当 t — 士0和 t — 土 oo 时，曲线都趋于无穷远处.为了把握其趋势，需要有渐近线 
的知识（见习题 626). 下面将求出当 x — 土 oc 时有斜渐近线 y = x . 此外还可以从参数 
方程推出当 f — 0时， 2 / = y (: r ) 的图像将逼近抛物线 y = x 2 ^2 . 这些都在分图 （ c ) 中 
用虚线表出. 

为此只要作下列 计算： 

y ( t ) - [ x 2 ( t ) - 2] = t 十含一 (* 2 + 含 )= t - fc 2 — 0 (t -* 4-0), 
y ( t ) - x ( t ) = - y 0 (t 一 + oo ), 

这样就知道当 i — 十0时，曲线逼近抛物线 y = x 2 - 2,而当 t — +00时，曲线逼近斜渐 
近线 y = X . 

根裾以上分析就可以比较准确地作出分图 ( c ) 中的第二支曲线，其中也用箭头标出 
了参数 t 从+0趋于 +OC 的递增方向 .口 
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第一章分析引论 


习题 369( g ) 作以参数形式给出的函数 y = Wrr ) 的 图像， 其中 : r = t + Vi , y = 

\/t + 



习题 369( g ) 的附图 


解这时参数 t > 0. 先分别作出 a ; = 
x{t) 和 y = y(t) 的图像，但这里需要了解函 
数 x(t),y(t) 的单调性以及当 f — + OQ 时的 
极限，这在目前都是有困难的. 

简言之，利用习题65中的 plim 於= 
1， 就不难确定 x (+ oc ) = y (+ oc ) = 1. 
x (0) = x ( O - f ) = 0 是明显的.再利用习 
题69中关于数 e 的知识，就可以确定出 
?/(0+) = e . 


为了确定40和 2/(0 的单调区间，我们需要微分学的工具（见§2.7>.在 §1.4.7 的第 
1，4点中，将分别给出它们的单调性分析的初等证明.在其中还得到了 rr ⑴的最大值点 
为心 《 3.591,最大值为: r ( h )«1.321. 目前不妨观察一下自变:取正整数的情况.利 
用习题65的解3中的类似方法和直接计算，可以证明 

3:(0) < x ( l ) < x (2) < x (3) < x ⑷，而当 n 彡4时则有 x ( n ) > x(n + 1). 

对于?/⑷则不难证明 v ( n )> t /( n - hl ) 对一切正整数成立. 

在附图左边作出了 a: ⑷和 2/(0 的图像，由此就可以在附图右边作出^/ = 2/( ： r) 的图 
像.当 《从 0单调递增趋于无穷大时， y 从0单调递减趋于1,而 a : 则先是单调递增到大 
于1的某个值 1.321), 然后再单凋递减趋于 1. □ 

习题 370.1 和 370.2 是作隐函数的图像.一种常用方法就是引入参数，将隐函数作 
图问题归结为用参数表示的函数作图问题.下面先看其中的一个典型例子. 


习题 370.1( b ) 作出由方程 a; 3 + y 3 - = 0确定的 

隐函数图像（笛卡儿叶形线). 

解令 y = &，代入所给定的方程中解得参数方程 

冲)=!^’ 2 /W = TT ?-' 

然后分别作出 和? /⑷的图像如右边的附图 1. 

当然在还没有微分学工具的情况下这两个图像的作图 
还不是很容易的.这里简单说明一下目前可以如何进行. 

将改写为 

工⑴= 吣卜一 

1 

然后利用（附录一中的）习题 254-255 的已知图像再作倒数 
变换（见习题 351-355) 就可以作出 x ⑷和 y(f) 的草图. 











实际上在将 x { t ), y ( t ) 如上改写之后，仿照习题 369( b ) 中的方法进行单调性分析也 
是不难的.还可以注意到这里的 y ( t ) 的分母就是该题中的 y ( t ). 

这里确定《 > 0时 rr ⑷的最大值点和最大值是重要的（在附图1中已经标出).这可 
用平均值不等式来解决.从 

1 _ + l + > a/T 

雨- 3 ^ ]/ T 9 、 

可见在分子的三项相等时成立等号，由此即可确定当《 = 07^时工⑴达到最大值 #5. 
对于(〖 > 0) 的讨论是类似的. 

下面是单调性分析结果的列表 表示： 




yW 


■ammun^m 


V 2 




从参数方程可见当 1 时图像趋于无穷远处.通过计算极限 

y ( ㈣ )=^^ = 7 ^ ?1 一 (一) ， 

可见有斜渐近线0： +2/ = -1. 

然后就可以从附图1作出2/ = 2/(4 的图像.如附 ^ 

图2所示，这里一方面需要利用参数< = J // X 的几何 1\ 

意义，另一方面可从隐函数方程关于 a ：, ?/的对称性， 

看出图像关于直线 2 / = cr 对称，因此只要作出其中的 1 / / 

—半再关于该直线作反射即可. ^? Tq 2 x 

当参数《从 -1 + 0递增到0时，如列表所示 \ 

?/ = 从+00处递减到0,图像从左边的渐近线附 \ 

近趋于原点.然后当£ > 0时，图像在第一象限中.当 

t 从0增加到1时， a ; ⑷在 t =师 ％ 0. 79 处达到 习题 370 . 1( b ) 的附图 2 
最大值 M ^ 1.587,然后递减. 

怍为 y 二 y ( x ) 的图像来看，则从原点起递增到点（於，％),然后递减到点（普， |0. 
这样就作出了一半的图像.利用图像关于第一象限的角平分线 : r = 2/对称，就不难完成 
另一半的图像. 

用微分学工具可以更准确地作出这个图像，并得到曲线的单调性和凹凸性的知识. 
这将是第二章的 §2.12.3 的习题1541的内容 .口 

下一题的作图也是很有趣味的问题，我们只做简要的介绍，而将其中所需要的严格 
证明放到本节的补注小节中去. 


y(0 


⑴=⑼ 


-K O 


习題 370.1( b ) 的附图2 










习题 370.1(g) 作出由 W = # b >0,2 / >0) 确定的隐函数的图像. 


显然在第一象限的角平分线 x = y 满足方程# = 为了回答是否还有其他的点 

( x , y ) 满足该方程，我们介绍两种方法. 

解1将方程两边幵: ry 次根，得到等价的方程 

丄丄 

x x = y y , 

可见这与函数 /(t) = ( +有关，即是否存在: r / y 使得 /Or) = /(y). 下面我们给出其图 
像，并说明如何用它来解本题. 

在附图1中作出了 /的图像，其中有关单调性和极限方 



习题 370.1(g ) 的附图1 


面的结论与本题有关.这就是在 （0， e ] 上/严格单调递增， 
而在 [ e ，+ oo ) 上/严格单调递减.最大值点是 x = e , 最大 

值是 /( e ) = e ^. 

此外有关的信息是/( I ) = 1，当 : r > 1时 f ( x ) > 1, 
/(+0) = 0和 /(+ oo ) = 1. 

在 §1.4.7 的第3点中，我们将给出函数/的单调性分析 


的初等证明（还可参见 §2.12.2 的习题 1527). 


由此可见，在 0< x < l 和 : r == e 时，不可能存在 x = y 


之外的其他 y 值满足方程= y 1 ，而在1<0：<0和工>0 
时，则除了 x = y 之外还存在惟一的2/，满足 x ^ y 和方程 
xv = y ' 这样就可以得到本题的解答，其图像见附图 2. 

如附图2所示，除了 y = rr 的平凡解之外，还存在一 
条其形状很类似于直角双曲线2/ = 1/ z 的曲线，它与直线 
y = x 交于点 ( e , e ), 又以 : c = 1为垂直渐近线，以 2 / = 1为 
水平渐近线.这条曲线关于 rr 的严格单调递减性质也己经包 



习题 3 7 0.1(g ) 的附曲2 


含在附图1的单调性信息之中了 .口 



习题 370.1(g ) 的附图3 


解2在习题 370.1( b ) 的笛 
卡儿叶形线的研究中的方法也可 
以解决这里的问题.用2/= 以引 
入参数就可以得到参数方程 

x ( t ) = y 

t 

y { t ) = b ⑷ = 

为简明起见，这里只将关于这两 
个函数的单调性信息罗列如下 
(参见附图 3): 


利用函数极限和连续性语言(有关习题见后面的 §1.5 和 §1.7), x { t ) 在点 f = 1处的两 












§1.4 函教的图像表示（习題 237-380) 
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侧极限都等于 e ， 若补充定义 x ( l ) = e ， 就成为在（0, + oo ) 上的严格单调递减的连续函 
数，且有 x (+0) = + oc 和 a :(+ oo ) = 1. 另一方面，2/⑷在补充定义 2/(1) = e 之后却是在 
(0, + oo ) 上的严格单调递增的连续函数，且有 y (+0) = 1和 y (- hoo ) = + oo . 

根据以上信息和参数 f == y / z 的几何意义就可作出附图2中的图像. 

对于 x ⑷， 2/(0 的上述单调性分析用微分学方法是容易得到的（见后面的 §2.12.3 的 
习题 1544) .在 §1.4.7 的第2点中，我们将用初等方法来解决这些问题 .口 

最后来观察习题 370.1( h ) 的解答，它有一些与众不同的特点. 

习题 370.1( h ) 作出由: c -|: c |=2/-|?/| 确定的隐函数的图像. 

解先作出函数 2/(4 = 0 ： - |x| 的图像.如附图的左分图所示， 2 /( 2 ；) 是一个 分段线 
性函数，在 ; r < 0时 y = 2 a :， 在 x 彡0时 2 / = 0. 

由此可见图像只能在一、三象限内. 
在第三象限中若有点 ( x ， y ) 满足方程 
x - \ x \ - y - \ y \, 则只能是 x = y , 在第 
一象限中，包括两个正半轴与原点，任 
何点 ( x , y ) 都满足该方程.这表明，其中 
的任何 y = 2/(0：) 都满足 条件. 这样就得 
习題 370.1( h ) 的附图 到了附图的右分图中的图像. 口 

注在多元微积分中的隐函数理论（见《习题集》的 §6.4) 给出了从方程 /( x ， y ) = 
0 出发在某个点 ( x 0 , yo ) 附近能够确定隐函数 y = ?/( x ) (或者 x =工匕)）的充分条件.与 
此相反，习题 370.1( h ) 表明，对于第一象限内的任何点的任何邻域，都不可能由该题的 
方程确定出隐函数.于是所谓的图像只能是将整个象限涂以阴影了. 

1.4.5 极坐标系中的函数图像（习题 371.1-371.3) 

习题 371.1( f ) 在极坐标系 ( r : < p ) 中作函数 r = 10 sin 3 p 的图像（三叶玫瑰线). 





习題 371.1( f ) 的附图 


这里的方法就是先在直角坐标系 （ W ， r ) (或 （7^)) 中作出 r = 10 sin 3^的图像，然 
后将^轴在想象中压缩为一个点，从而作出在极坐标系中的草图. 



如附图所示，左分图在0 < w f 的部分经过上述处理后就得到右边的第一叶， 
然后可以分别得到第二叶和第三叶. 

这里还要注意到在作第二叶时遇到了 r < 0的问题.在极坐标系中对于 r < 0时的 
点 ( r ，< p ) 的位置规 定为： 从极点出发的极角为#的射线的反方向直线上与极点距离为 
\ r \ 的点. 

利用这个规定就可以发现在左分图中从 7 C 到271的图像在右分图的极坐标系中不会 
产生新的图像 .口 

习题 371.1 ⑷和 （ b ) 的图像都是螺线，即围绕极点作无限次旋转的曲线（其图像见 
附录 一). 只是对于后者需要注意存在水平渐近线.这在直角坐标系中容易求出.实际上 
由于 r = |， 因此当 p 趋于0时点 ( r ,^) 趋于无穷远.利用 2 / == r sin # 和关于正弦函数 

的基本极限 ^- = 1, 就可以得到 

i i 2 l o y(¥，) = So iE V £ - = Ttl 

即存在水平渐近线2/ = 71 . 

此外，在这两个习题中还特别用虚线画出了函数在^<0时的图像. 

同样存在水平渐近线的还有习题 371.2( b )， 其计算同上 • 

在下面的例子中出现了斜渐近线. 


习题 371.1( h ) 在极坐标系 ( r ^) 中作函数#= ( r > 1) 的图像 

解曲线为螺线.从方程可见，当 r — 1+0时它将作无限 
次旋转从外部逼近圆周 r = 1. 另一方面，当 r 趋于 + oo 时极角 ' 

ip —1. 这强烈提示该曲线可能存在渐近线. 

然而这并不表明从极点出发极角为1 (即近似为 57.2958°) 的 / 
直线就是渐近线.写出直角坐标方程 (/^ 


i 


= T COS 


y = 


O /： 


就可以看出 r — +oc 等价于 a: — 4-00, 然后按照求渐近线的计算 I 

方法求出极限 习题 371.1( h ) 的附图 

lim — = lim tan —= tan 1， 
x— ^+00 X r—^+oo T 一 1 

lim (y — xtan 1) = lim (rsin ^ 一 —— tan 1 - r cos ^ ) 


=lim 


sin 


cos 1 ’ 


即得斜渐近线 y = Xtanl 十 seel , 其极坐标方程是 rsin (^ - 1) = 1, 具有明显的几何意 
义（参见附图 ).□ 

在极坐标系中作图时仍然可以利用在直角坐标系中作图时经常出现的对称性.例 
如习题 371.2( c ) 就是如此，其中的方程是 r 2 + # = 100. 这时图像关于 a : 轴和 y 轴都是 



§1.4 函數的图像表示（习題 237_380) 
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对称的，因此只要作出 r ,^€ [0,10] 部分的图像，然后利用对称性 即可. （为清楚起见在 
附录一中对于该题只作出了这部分的图像，当然它并非局限在第一象限内 .） 

最后两个习题，即习题 371.3 ⑷和 （ b 〉， 是用参数方程给出极坐标系中的函数，要求 
作其图像，下面以其中的第一题为例对其中的方法作简要说明. 

习题 371.3(a) 在极坐标系 ( r , cp ) 中作以参数 （《 > 0) 形式给出的函数 p = 
t cos 2 t^r = t sin 2 f 的图像. 

解只要将前面关于参数方程给出的函数作图方法和上面建议的极坐标系中函数 
的作图方法合用就不难解决问题.为清楚起见用两个附图来说明作图的过程. 

首先如附图1的前两个分图所示，作出 r ( t ) Mt ) 在直角坐标系中的图像，然后将它 
们合成为在 (<^, r ) 的直角坐标系中的图像，即得到附图1最右边的分图. 



习题 371.3(a) 的附图 1 



在附图1的基础上，就不难作出附图2中的极坐标 ( r ,^) 中的函数草图. 



为清楚起见，在附图1的最后一幅分图和附图2中 
分别用箭头标出了参数 t 的增加方向.两个图中各自的4 
段曲线分别 一一 对应. 

在附图2中它们分别为： （1) 从原点到极轴上的 
r = 71/2; (2) 从极轴上的 r = tt/2 回到原点，这时的 
^ = 7 C ； (3) 从原点到极轴上的 r = 3 tc /2; (4) 从极轴上的 
r = 3 tt /2 回到原点，这时的 ^ = 2 k . □ 


小结对于用极坐标 r ， p 给出的函数，设其方程为 r = r ( V ), 则从 

x = r((^)cosc^, 

V = r(if) simp 

可见，这就是以 p 为参数的参数方程给定的函数.由于极坐标所特有的几何意义，如果 
能够先在 ( r ^) 的直角坐标系中作出图像，则就比较容易得到它在极坐标系中的图像. 

另一方面，在前面的直角坐标系中的许多作图方法对于极坐标系也是有效的.上面 
给出的渐近线计算和对称性等方法就是这方面的例子. 







1.4.6 用函数图像求方程（组）的近似解（习题 372-380) 

由于许多精密的求根方法都需要事先给定所要求的根的近似值作为初始值，因此 
从函数图像得到的根的近似解即使比较粗植，也是有意义的.这里只举一个例子. 

习题 373 利用图像解方程 x 3 - 4x - 1 = 0. 

解这里有几个方法.一种方法是作出函数 
t / = x 3 -4x-l 的图像，然后从该图像与 z 轴的交点 
位置来读出其近似值. 

这里采取另一种方法，即分别作出 y = x 3 - 4 x 
和2； = 1的图像，然后从它们的交点读出其横坐标 
作为裉的近似值.如附图所示，三个根的近似值约为 
-1.9, -0.3 和 2.1. □ 

注用 Mathematka 软件求出的三个根的近似 
值为 一 1.860 8 , - 0.254 1 和 2.114 9 . 


1.4.7 补注 

从前面可见，为了作出较为准确的草图，其中的单调性分析起了最为重要的作用. 
困难往往在于缺乏微分学工具时，对较为复杂的函数很难作出这样的分析. 

在这个补注中，我们将用初等方法（即指不用微分学工具）分几步来解决在习题 
369( g ) 遇到的函数: c (0 = y{t) = (i + 1) + , 习题 370.1( g ) 的解 1 中的辅助函数 

fit ) = ( +和解2中出现的两个函数 a : ⑴=和⑽）= tx { t ) = 的单调性分析 

问题.它们在有关问题的作图中起关键作用. 

1•对 2/(0 = (£ + 1) +的单调性分析（参见右边的附图） 

这个函数在£ = 0处没有定义，但不难证明它有极 
限.对于还没有学习函数极限的读者来说，至少可以从数 
列极限来理解以下内容. 

令 L 其中 Pn — + 00 ,则就可以用习题71知 

Pn 

道有 lim y{t n ) = e . 同理令 〆 =其中 — - oo ， 

n—^oc Q n 

就又得到 = e . 综合起来这就表明任何数列 
— 0 (且其‘一项非零）时， y{t n ) —定趋于 e . 

在函数极限理论中用归结原理过渡就可以得到 Yimy(t) = e . 类似地不难建立 
y(-l - 0) = + oo 和 y (+ oo ) = 1的结论.其中后者可以_习题65和夹逼方法得到. 

下面主要是证明在区间 （0，+ oo ) 和 (-1,0) 上分别严格单调递减. 



函數 ysQ + l ) 1 " 的图像 





利用 §1.2.9 中的命题 1.4(6) 所提供的代入法，可见只需要对于自变量为有理数的 
情况作出单调性证明就已经足够了 • 

对于纟 > 0,设 mi , m 2, n 为正整数，且使得 


h = 


mi 


t2 = 


• w 

即满足 rrn > m 2 , 就可以用平均值不等式 如下: 


mi 


…矗 

) m, = [(- 


(1 十 + ( m l - m 2) 


m \ n 

这等价于 2 /(M < 2/(~)，即已经证明 2/(0 严格单调递减 • 这同时也就解决了习题 369( g ) 
中的的单调性分析问题. 

对于-1 < t < 0,用相同的方法可以证明也是如此. 

2 . 对冲）=«4和 = 的单调性分析（参见习题 370.1( g ) 的解2及其附图 3) 

如前所说用2/ = &的方法得到参数 i 的两个函数 

x ( t ) = t , y ( t ) = tx ( t ) = t l ~ l . 

将:与 (t + \ y 作比较，就可以知道它们之间只相差 < 的一个单位平移，于是 
即推出 rr ( t ) 在0 < t < 1和 i > 1时均为严格单调递减，且在补充定义 rr ( l ) = e 后成为 
t >0 上的严格单调递减函数. 

对于2/以）则只需要将它改写为 

y ( t ) = =⑴ + _1 ， 

可见？ /( t ) 与只相差关于 < 的倒数变换，因此推出在0 < 〖< 1和 i > 1时均为 
严格单调递增，且在补充定义 y ( l ) = e 后成为《 > 0上的严格单调递增函数. 

3. 对^的单调性分析（参见习题 370.1( g ) 的解1及其附图 1) 

为与前后比较方便起见改用: r 为自变量. 

设: T 2 > A > e ， 则有 t > 1使得: T 2 = iXi , 同时（利用前面的讨论）还成立 

1 

1 1 ~ 1 < e < a ： i ， 于是就有 


= {txx) 1 ^ =[( 尤 n 广 • 工 ij 




这就证明了函数在区间 j e ，+ oo ) 上严格单调递减. 

同样对于0 < a：2 < a ： i 彡 e , 存在0 < f < 1使得: r 2 = & 1 ，且成立 t l ~ l > e > 
以下的推导与上面相同，只是要利用 i - 1 < 0,这时以 i - 1为指数的幂函数是严格单 
调递减的.这证明了函数在区间 （0,4 上严格单调递增. 

还应当指出，在区间 （0,1) 上函数的严格单调递增性的证明可以从幂函数和指 
数函数的单调性直接推出，并不需要如上的推导. 
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4 •对 4() =〜於的单调性分析（参见习题 369( g ) 的解及其附图） 

为了与上面的讨论容易比较起见，将这个函数改记为 y { x ) = x ^ T . 

与前面的情况类似，在[0, lj 上的严格单调递增性是容易证明的.设0 < & < 
抑< L 则就有 1 > ^ TT >^ TT > f 于題有 


* 1+1 


< 


1 + 1 


< 


X 2 十 1 


其中分别利用了幂函数和指数函数的单调性. 


主要的问题是讨论 a : > 1的情况.从 y ( x ) 在 [0, lj 单调递增， y ( l ) = 1和^/(+ 00 ) = 1 
可见 2/( x ) 在 [ l ，+ oo ) 上可能有附图所示的情况，即先递增再递减. 

这里采用的方法是将 2 ： 换为 tx、 然后问是否有使得 y (: r ) = y(tx) 的< # 1?下面可 
以看到可由此 确定? /( x ) 的单调区间，并 得到? /(: r ) 的最大值点和最大值. 

从 y(x) = 也就是就可以得到 



(1.29) 


由于 a : > 1，上式左边的函数是 z 的严格单调递增函数，且当 x 从1单调递增趋于 
+ oo 时， y ( x ) 也从1单调递增趋于 + OC . 应用反函数定理，就可以从 (1.29) 确定出唯一 
的函数冲). 

该式右边的函数在前面的第2点己经见过.当《从0单调递增到1时， (1.29) 的右 
边从 + oo 严格单调递减到 e ， 而刚才确定的函数则从 + oo 严格单调递减到某一个 

数 x 0 . 可以从= e 解出 x 0 。 3.59112. 同样， 当 t 从1 单调递增趋于 +oo 时, 
(1.29) 的右边从 e 严格单调递减趋于1,而则从: to 严格单调递减趋于 1. 

最后来证明函数■在 [ l , x 0 ] 上严格单调递增，而在 [ x 0 ,+ oo ) 上严格单调递减. 
设< a < 0 ： 2 ,则有 t > 1,使得 rr 2 = 这时 : r (0 < x 0 < Xu 于是就有 


xU) 




=x^ T . 

对于 1 < a ：2 < < Xo , 则有 《 € (0, 1), 使得 X 2 = fXl . 这时有 X ⑷ > Xo > Xi . 以下的 

推导与上面相似，只是要利用 i - 1 < 0而己. 

这样就完成了对函数的单调性分析，而且知道在 x = x 0 ^ 3.591 12时该函 
数达到最大值（近似地为 1.321). 


注由 W ^引起的一系列问题从欧拉和哥德巴赫以来就有许多有趣的讨论.较 
新的一文见美国数学月刊，第111卷（2004)， 668-679 页，其中译文见数学译林，第26卷 
(2007)，第2期， 117-125 页.又见该刊的第28卷(2009)，第2期， 116-124 页. 
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§1.5 函数的极限（习题 38 1-6 44 ) 

内容简介这一节在数列极限的基础上学习函数极限，通过 §1.2 与本节的训练，可 
以在极限理论方面打下比较扎实的基础，从而为进入微积分学做好准备.在本节的极限 
计算中要突出无穷小量的阶数的概念，同时学习应用《习题集》的下一节中的小 大 
0、等价记号〜和等价量代换法. 

在补注小节中对于等价量代换法作补充说明，给出函数极限的复合运算的充分条 
件，讲解一些较难的习题，还对迭代生成的函数列作专门讨论. 


1.5.1 有界性、确界和振幅（习题 381-400) 


数列的极限存在时必定有界，这是收敛数列的重要性质（见 §1-2.6 的习题 93). 概略 
地说，当下标充分大后收敛数列的所有各项都在极限值的某邻域中，而在邻域外至多只 
有数列中的有限项，因此数列有界.对于在某点 x = xo 存在极限的函数/( ㈨ 而言，当 
x 进入去心邻域 （: r 0 - S , x 0 + S )\ {卻}后， f ( x ) 都在极限值的某邻域中，但在该邻域外， 
在函数的定义域中仍可能有许多点，从而 /(:r) 未必有界.因此当函数 /( z ) 在 z = x 0 存 
在极限时只能得出函数在该点局部有界的结论. 


、丫。蛛"、工为互素整数，且 n >0， 

习题381证明，函数 /( x ) = { 71 在每一 

0，： c 为无理数 

个点 a : 上，它的值是有限的，但不是局部有界的（即在该点的任一邻域内是无界的). 


解按题意只要对于任意给定的点吻 ， e > 0和 M > 0,找出一个有理点 
使得它落在邻域 O e ( x 0 ) 且满足 /(: c ) = n > M . 

取 n 是大于 max { A /,+} 的 素数. 由于素数有无限多个，这是可能的.（素数有无限 
多个的定理是古希腊数学家早已证明的事实 .） 

这时所有以该素数 n 为分母的有理分数 f 有无限多个.若 m 与素数 n 可约，则 m 
只能是 n 的倍数.去掉这样的分数之后，在留下的 f 全体中，相邻两个分数之间的距 

离不会超过吾•由于 n 的取法，己经有 | < 2 e ， 因此至少有一个 f 落在邻域 O e ( xo ) 
之中，而这时就有 = 口 

习题382如果在 （ a ) 开区间， （ b ) 闭区间上的函数 f ( x ) 有定义，而且是局部有界 
的，那么这个函数在所给定的开区间或闭区间上是有界的吗？并分别举例说明. 


解本题讨论与上题不同的另一个问题•.若 f ( x ) 在区间上每点局部有界， /&) 是 
否有界？ 

(a) 记开区间为 （ ci ，&). 由条件知对每一个 x 0 G ( a ,6), 存 在心。 〉0,使 /(㈡ 在 
(xo- 4 o ,x 0 +5 Xo ) 上有界.但无穷个界中未必有最大的一个可以作为 f ( x ) 的界.例如 
/( x ) = ^, x €(0, l ), 即为无界的. 
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(b) 记闭区间为 [a ， 6j. 同⑷一样，对于每 一 个 j：o € [ a , 6], 存在 S Xo > 0, 使 
/⑷在 （:ro - 5 x o , x 0 + 5 Xo ) n [ a ,6] 上有界.由有限覆盖定理知道，可从开区间集 
{(xo - S Xol Xo - hS Xo )\ x 0 e [a, ft]} 中选出有限个即可覆盖 [a, 6], 而对应的有限个界中的 
最大者可取作为 f ( x ) 的界. 

若覆盖定理尚未学到，上法录存备用，下面给出另一个方法. 

用反证法.若在题设条件下，所述函数无界，则仿 §1.2.6 的习题126知存在 
{〜} C [ ci ，6 j 使 |/( x n )| ^ n . 由习题125 (即凝聚定理)，存在 { x n } 的收敛子列 { x Pn }, 
记其极限为吻€ [ a ,6], M |/( x p J | ^ p n -> + oo(n - do), 这与 /( x ) 在: r 0 局部有界矛 
盾 •口 

注对于已经学过数学分析的读者来说，可能会觉得本题极其“初等”.然而我们认 
为还是需要对于第一次见到这类习题的初学者说几句话. 

首先，本题是两个开放式的证明题（简称为开放题)，因为对于开区间和闭区间的最 
后结论完全不同，而在题意中对此没有任何提示.这本身就是困难.设想某位初学者以 
为开区间上处处局部有界的函数在整个开区间上一定有界，然后想方设法去证明它，会 
成功吗？ 

其次，对于表面上完全相同的两道题，我们的答案完全不同.为什么？ 

仔细看一下该题就可以知道，题中实际上提出的是一种猜测，即在定义域上处处局 
部有界的函数在整体上有界.将它作为一个待证的命题，则在开区间情况它是不成立 
的.因此只要举一个例子就够了.这种用于否定一个命题（或论断）的例子就称为反例. 
对于闭区间则情况完全不同.这里该命题是成立的，于是就需要给出严格的证明. 

那么如何知道本题所含的两个结论恰好相反，因而会采取完全不同的策略呢？这里 
只能说我们在学习过程中必须积累一些基本的知识和结论，它们往往可以作为思考问 
题的依据. 有一位 数学家（也许不无偏颇地）说过，在数学中只有两种内容是重要的 ，一 
是定理，二是反例.可以理解，定理告诉我们什么是正确的，反例告诉我们什么是不正确 
的.在这个意义上它们具有同等的重要性. 

最后，可以想到，在今后还会遇到许多这样的开放题，特别是在科学研究中遇到的 
许多问题，事先不知道它们的答案，那时怎么办？这里的回答只能是在摸索中积累经验， 
逐步增强自己对于命题和猜测的判断能力.即使如此，判断错误还是会经常发生的.实 
际上这就是科学研究本身的特点.科研中遇到的问题与学习中的作业题（包括《习题 
集》中的习题）相比，最大的不同点在于：前者没有现成的答案，而后者则肯定有答案. 

习题383证明，函数 f ( x ) = 在区间 —oo < a : < + oo 上是有界的. 

解1 f ( x ) 为偶函数，对 x 彡0考虑其有界性即可. 

注意到 f ( x ) -> 0 (x — + oc )， 故对 e 0 = 1，存在 Xo > 0,当 a : > 时 |/( x )| < 1. 
当 0 < 久 0 时， |/(a ： )| 彡 1 +久 0 2 ,故/⑷在 [0, +QO) 中以 1 + 义 0 2 为界 .口 

解 2 由 = f 故烟0 + + =吾. □ 
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解3在作以上两种估计时，或将自变量分段，或把函数分为两个，这些都会影响估 
计的精度.下面对函数作整体考虑，求其最“确切”的界，即 确界. 

用三角函数代换，令 d = tani (0 ^ 代入 /( rr ) 得 

0 彡 f ( x )= 1 士 々 M - = cos 2 t 十 cosfsinf = y (1 + cos 2 t + sin 2 t ) 

S6C t 

=+(1 + V 2 sin (2 t -h )K +(1 + v ^)« 1.207. 

注意这样估计得到的上界是可达的，故是最小的上界，即上确界.下界0虽不可达, 
但可无限接近（即当 x — + oo 时 f ( x ) — 0)， 故是最大的下界，即下确界 .口 

习题384证明，函数 f { x ) = -^- cos ^- 在 x = 0的任何邻域内是无界的，但在 
^->0 时不是无穷大量. X 

解考虑趋于 x = 0 的两个数列{:^}，{ 04 } : 

取 A = 2 ^, A: = 1，2, . • •，则 /( x fc ) = 2fcn — +oo (A: — oo ). 

取 < = , L ■ 元 ■■ ， fc = 1,2, … ，则 / K ) = 0. 

2/ C 7 C + ^2 

故 f ( x ) 在= 0的任意邻域内无界，但当 : r — 0时不是无穷大量. 

上述两个数列的取法是从图形启示下得 出的. 函数 /( x ) = 的图像是直 

角双曲线+与 cos I 的图像的乘积，后者与习题 2 99中 sin - i - 的图像是类似的（参见 
§1.4.2 中该^的附图 f . 口 

下面还有不少习题要求确定某个函数在定义域上的上下确界及其振幅，我们只给 
出其中的第一题的解答，它有典型意义. 

习题386证明，函数 f ( x ) = 在区间0 < a ; < + oo 内的下确界为0,上确界 

1十X 

为 1. 

解由于 /( rr ) 在 [0，+ oo ) 上非负，因此/(0) = 0是函数所能取到的最小值，它就 
是下确界.另一方面， f { x ) < 1处处成立，因此1是/的一个上界.下面证明它就是最 
小的上界. 

为此任取0 < e < 1,我们来看是否在定义域 [0, + oo ) 内存在某个点 A 使得 
f { x ) > 1 - e . 

从 / Or ) = > l - e 即可解出为 x >^- l y 这样的 o : 在[0, + oo ) 内是能取到 

的.由此可见1 - e 不是/的上界.因此1是最小上界，即上确界 .口 

1.5.2 函数极限的定义（习题 401-407) 

这里除了前两个题相当于数列极限中的习题 41-43 的对应物之外，其他都是为熟悉 
各种函数极限的定义而设置的. 


100 


第一章分析引论 


函数极限有许多种不同的类型.为方便起见，我们将以下函数极限称为基本类型， 
即设 a ， 乂为有限 实数， 设函数/在以 a 为中心的去心邻域 ® 上有定义,称/在点 CZ 处存 
在极限 A 记为 

lim f ( x ) = A , 

x—*a 

如果对任意数 e > 0 ,存在数 <5 = <5( e ) > 0,使得当0 < | o ;- 刎 < 5时，不等式 
\ f ( x ) - A\<e 成立. 也可记为 f ( x ) A (x a ). 

所有其他类型的函数极限定义可以从基本类型的函数极限定义加以变更而得到. 
从自变量方面来看,基本类型的函数极限定义中所用的去心邻域0< | a :_ a | <5应修改 
如下： 

对于 a : — a + 0， 改用 a < x < a + S , < x - a < S , 或 ( a,a -f S ); 

对于 x — a - 0，改用 a - (5< rr < a ， 或 - 5< a :- a <0, 或工€0-5，《1); 

对于 X — MX ), 改用 | x | > 芯 > 0; 

对于 x — + oo , 改用 x > E > 0; 

对于 re — 一 oo , 改用 a : < -五 < 0. 

从因变髮方面来看，基本类型的函数极限定义中的 \ f ( x ) < e 应修改 如下： 

对于 >1 = 00 , 改为 |/( x )| > C ? > 0; 

对于 A =十 00 ，改为 f ( x ) > G > 0; 

对于 A = - oo , 改为 f ( x ) < -G < 0; 

对于 = 6 - 0， 改为 b — e < f ( x ) < b \ 

对于 A = 6 + 0，改为 6 < f ( x ) < b + e . 

本节以下的习题内容主要是函数极限的计算，其中较常见且较困难的极限是各种 
类型的不定式.在不定式中常见的有吾， O . o ^ oo - o ^ O ^ cxAl 00 等类型.计算的 
基本方法是用代数、三角等运算或变量代 S 把未定因式、无穷小因式和无穷大因式析出 
加以 比较； 还需结合等价无穷量的代换，先算出确定因式（非零，非无穷）的极限，利用 
一些已知结果等. 

以下根据计算极限的函数类型分成几个小节来介绍. 


1.5.3 有理函数的极限计算（习题 408-434) 

本小节主要计算有理函数的极限.常用因式分解、二项式展开等代数方法析出未定 
因式加以处理，有时也引用简单的变量代换. 

® 对数学分析中的函数极限来说，函数/在点 a 的某个去心邻域上有定义已经足够.在《习题集》的 
新版中将以 a 为中心的去心邻域改为“以 a 为聚点的集合 A ： = { xY ， 这更一般一些.相应地对于下面的条 
件“0 < |rr - a | < 需要增加“对 }( x ) 有意义的的 规定. 
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这里的前三个题是基础.习题408解决了 z — oc 时的多项式的极限问题，习题409 
和410则分别解决了 : r — oo 和 : r — a 时的有理分式函数的极限问题， 


习题 408设 P(x) = a 0 rr n + ai ： r n_1 十 … + a n ， 其中 (i = 0,1 ， … ， n，n 彡 1 ， a 0 _ 
0) 是实数，证明 lim \P{x)\ = +oo. 

X —^00 

解 P(x) 的非零系数对应的项当 X — OO 时为无穷大量，关键在于注意句# 0时 
是其中最高阶的无穷大量，从而起主要作用. 

从三点不等式（参见习题 21( b )) 得到 

\P{x)\ ^ \oox n \ - \a lX n - l \ - |an| 

= |ao1 - |xn| 

由于上式右边括号内的表达式当 x - OC 时的极限等于1,因此存在 五 > 0,使得当 
| x | > E 时有 

T l Q ll _ KI 1 

|a 0 | • |x| kol - |^ n | 2 ’ 

于是就有 \P(x)\ > - i - laoMxr , 可见成立 ^lim | P ( x )| = + oo . □ 


习通 409 设 _ = ^：^^：：^；；^，其中勿 # Mo _ 0 ，证明 



n > m , 



n < m . 


解从习题 408 知道本题是 •g •型的不定式 • 

对于 n > m 的情况，将分子分母同除以:^，则当 x — oc 时分母趋于6 0 / 0,分子 
从上一题知道趋于无穷大，因此分式的极限为 oo . 

对于 n = m 的情况，将分子分母同除以: r ' 则当 x - oc 时分子和分母分别收敛于 
ao 和 6 q , 根据极限运算的除法法则就知道分式的极限为 

对于 n < m 的情况，将分子分母同除以 x ' 则当 1 — 00 时分子收敛于 a 0 , 而分母 
则趋于无穷大，因此分式的极限为0 .口 


习题410 设 R ( x ) = ^胃，其中 P ( x ) 和 Q ㈤ 是 x 的多项式，且 P { a ) = Q ( a ) = 
0,问表达可能值？ 


解根据韦达定理，这时多项式 POr ) 和 Q ( x ) 都可以用 x - a 除尽，因此存在因式 

分解 


p { x ) = Pi ( x)(x - a ) n ， Q ( x ) = Qi { x )( x - a ) m . 
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其中多项式 /MW 和 Q ^ x ) 满足条件 A ⑷一 0, Qi ( a )^0. 

由于在 x 一 a 的函数极限定义中始终要求 x 妾 a 、 因此可以约去分子分母中共同的 
( x - a ) 的幂次，然后与上题类似地得到以下 结果： 

0 ， n > m ， 

Pi ⑷ —~ 


lim R { x )= 


Qi(a) 


□ 


注 1 这两个习题为以下的习题提供了有力的计算方法. 


习题409表明对于有理分式函数的情况，当自变量工― oo 时，只要根据分子分 
母的最高次项系数就可以解决这时的型的不定式问题.习题410则表明，如果当 

x 一 a 时出现 | 型的不定式时，则只要对分子和分母的多项式分别分离出化-岣的所 
有幂次，然后约去它们的共有部分，就可以解决此时的不定式问题. 


注2在很多习题中都是 n = m 的情况，这时如何快速有效地计算出和 
Qi ( a ) 是一个问题.若 a = 0,则在 P ( x ) = Pi ( x ) x n E . Pi (0) / 0 的条件下，容易看出 
Pi (0) 就是 P (: r ) 按 a ; 的幂次排列的展开式中次数最低项项的系数.对 Q ( x ) 也可作 
同样的讨论. 

由此可见，在确定了 n = m 之后，只需要求出多项式尸 Or ) 和 Q ( x ) 按照化 - a ) 的 
幂次展开式中的最低次项 （: r - a )" 的系数即可.这有许多代数方法可用，例如二项式定 
理等.这样就为许多习题的计算提供了较好的方法. 

根据以上分析可见，在今后写出 x - a 的幂次的多项式时，将经常采用升幂排列，这 
对于极限计算特别方便. 


习题 412 求加 (1±^)(1±2^(1±3^ 1, 

x — ♦O X 


解 1本题属#型.将分子按照升幂排列展开，提出最低阶的无穷小量 x 得 

r (l+a;)(l-f-2x)(1+ 3x)-1 .. x(6 + llx + 6x 2 ) c 门 

lim --- - -= lim -= o, U 

*— X X— x 

解 2也可用递推的方式 解之： 

lira (1+^)(!+ 2x)(1+3x)-1 = 鰓 ((l±x)(lj--1 + (1 + x)(1 + 糾 • 3 ) 

= lim ^+ 郝工 + 此卜 1 + 3 = •.. = 1 + 2 + 3 = 6. □ 

解 3直接看出分子按照： r 的幂次作升幂排列时的第一项为 （1 + 2 + =： 6:r， 即 

可知答案为6 .口 


习题 424( a ) 求 J + 

解这是#型的不定式.用代换 t = 2： - 1，即有 a : = 1 + 1， 则分式改写为 
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(1 + 1 ) + (1 + 1 ) 2 十 …+ (1 + f) n — n 

i . 

由于这时分子当《 = 0时为0,如习题410的注 2 所示，只要计算出分子多项式中的亡的 
一次项的系数即可.从二项式定理可见这就是1 + 2 + • • • + n = 吻 2 十从 □ 

习题 426 求 ^ ~ a) - (n 是正整数). 

解由于分子在 a : = a 时为0,因此是 | 型的不 定式. 如习题410的注2所示，只 
需要计算出分子按照 （x - a ) 的幂次写出的多项式中（工 - a ) 2 项的系数，这就是所要的 
答案.（当然在计算中需要注意分子的一次项 I - a 的系数是否为 0.) 

为此只需要考虑分子的第一项.应用二项式定理就有 

x n - a n = [a + (x - a)] n - a n = na n ^a: - a) + 几％ 丄 ) a n ~ 2 (x _ a) 2 + …， 

其中未写出的是 ( x - a ) 的幂次大于等于3的有限项.由此可见极限就是 n(n ~- 1)QU ~ 2 - 
这是在 n ^2 时得到的，但它对于 n = 1仍成立.因分子恒等于0,极限当然等于0 .口 

习题428求以^ ( t^t - y ^ r ) (爪和 n 是正整数). 

解1这是00 - oo 型的不定式.如前面在 §1.2.9 的第1点中所说,它总可以转化为 

| 型的不定式.为此通分就得到 

m n _ m — n + nx m — mx n 

1 — I m 一 l-x n 一 (l-x m )(l-x n ) ’ 

可见分母在提出因子 （X - l ) 2 之后，余下的因式在 x = 1处不等于 0. 从而只要将右边 

分式的分子和分母分别按照 Or - 1) 的幂次展开并计算出其中的 （ a ： - I ) 2 项系数后相除 

就是本题的答案. 

这项计算并不复杂.对分子可计算其中的后两项： 

nx m - mx n = n[l 4- (x - l)] m - m[l + (x - l)j n 

=n【l + m(x 一 1) + ~— (x — l) 2 H - ] 

一 m[\ + n(x - 1) + n ^ U 2 1) ( x - l) 2 ^ - 1 

7Tin(77l 一 Tl) r vo 

=n - m + —— ^ - - (x - 1) H - , 

其中未写出的是 （z - 1) 的幂次大于等于3的有 限项. 又观察到分母按照 （ a : - 1) 的幂次 
展开的最低次项是 (x - I ) 2 ,其系数是 

[(1 +x + •• • + • (1 + x + ••• + x n_1 )] = mn, 

X=1 

这样就得到本题的极限为"^^^ 1 . □ 

解 2 利用代数恒等式 

I - x k = (I - x)(l +X + ---4 - x k ~ l ) 



也可解决.注意到上式的因式1 + a : + •. • + — fc ( a : — 1) 在 a : — 1时既非无穷小， 

也非无穷大，故在两个分式通分后可以先求分母中这种非零因式的极限，而不影响原式 
的收敛性及收敛时的结果，最后再利用习题 424( a ) 的结论，得到 


r / rn n x _ r m(l - x n ) - n(l - x m ) 

- ~ x m — 1:^") - x^l ~(1 -x m j(l - x n l ~ 


一 n 




rrin x- 


x — 


m(n — l)n 


mn 


— n(m - l)m ) __ m — n □ 


本小节的最后几题（习题 429-434) 是与等幂和有关的数列极限，类似的内容在 §1.2 
的习题50_54已经见过.通常有两种 方法： 一种是将等幂和写成封闭式，然后比较分子 
分母的最高阶无穷大；另一种是用施托尔茨定理.通常后者先求差，前者先求和，后者可 
能要简单 一些， 特殊情形 则需因 地制宜处理. 


习题430气4[«) 2 «) 


+ [X 


^)1- 


解利用 §1.1.1 的习题1和2即可计算如下 

， K ) 2 «) 2 +…+(“ 7)1 

= ^ lirn ^ ^ [(n - 1> 2 + -^-(1 + 2 + …+ (n 一 1)) + -^-(1 2 + 2 2 

= 3:2 + 土 [ 学 . + 杳 _ i (n ~ 1)n(2n_1) 


( n - 1): 


=X 


ax + □ 


习题⑽求恩 1 


解记杯= I 3 + 4 3 + 7 3 + …+ (3 n — 2) 3 , 2 / n = [1 + 4 + 7 + •.. + (3 n - 2)] 2 •由 


于数列 {y n } 严格单调递增趋于 +oo, 计算得到 

x n+ i - x n = _ (3n + I) 3 _ 

Vn^i- Vn _ [1 + 4 + •. • + (3n + l)] 2 一 [1 + 4 + • + (3n — 2)j: 

= _ (3n+l) 3 _ 

- ( (3n + 2)(n + 1) ) 2 ( (3n - l)n 广 


(3 n + l ) 2 


(3 n + 2 )(n + 1) (3 n — l)n A + A 

- 2 - + - 2 - 2 2 

故可从施托尔茨定理知道 lim = 3 . □ 

n—oc y n 


= 3 (n — oo ) 
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2 

习题434求由抛物线 y = b(f )， Oa : 轴与直线 x = a 所围成的曲边三角形 
OAM 的面积，把它看作底边长为 | 的内接矩形的面积之和在 n - oo 时的极限. 

解如附图所示，在曲边三角形内作出以 夂为底 

71 

b { n ) 2{k= U 为商的 n — 1 个内接矩形 

其面积之和为 

& = 昔0 2 十昔. 6 (丟) 2+ ... + 含_ & ( 1 ^ 1 ) 

= . j(n - l ) n (2 n - 1) 

_ ab(n — l )(2 n — 1) 

6 n 2 ’ 

故所求面积为 lim 5 n = 4 - ° 

n—♦oo o 


1.5.4 无理函数的极限计算（习题 435-470) 

这里的习题的处理原则与有理函数情况是类似的.对于3 型的+ 定式，可以将分 

子分母同除以某个无穷大最以消除不 定式； 对于#型的不定式，则设法找出使得分子 
和分母当 x = a 时等于0的因子，约去它们共有的因子. 一 条容易想到的思路就是有理 
化，即将无理函数的极限计算归结为上一小节的有理函数的极限计算， 

先看一道简单的例子. 

习题437求 lim 去 2 x -3 

X — 4 yJX — 2 

解 第一步是看出这是#型的不定式，因此不能用代入法.然后用初等代数运算 
处理分子，使得能够与 分母相 消，这就是用共轭因式把分子分母都有 理化： 

lim yit.- 2 ? - 3 = lim • 户 + 2 ) 

x —4 y/x -2 x -4 V x 一 4 vT +2 x + 3 / 

.4 lim 2 x JZ 8 = 4 D 
O x-^4 x — 4 3 

就本小节的所有习题来说，原则上用初等代数运算方法都可以解决，只是有时会出 
现比有理函数情况繁复得多的计算，从而容易出错.那么有没有比较好的方法来计算无 
理函数的极限呢？ 

这样的方法是存在的.学过微分学的读者都知道 5 求函数极限至少有三大方法: （1) 
等价量代换法， （2) 泰勒公式法， （3) 洛必达法则.它们中间的任何一种方法都可用于解 
决无理函数的极限问题，至少原则上要比初等代数方法髙明得多（后两种方法要学了导 
数之后才能用). 

由于《习题集》要到下一节才提到等价 fl 代换法，然而与此有关的习题却全在这 
一节， 因此我们建议以习题444及其进一步的发展（即下面的命题 1.7) 作为解决无理函 
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数极限计算的新工具. 


习题 444 求 lim 义 1 ■ 弋！二 1 ■■ (n 是非零整数) 

•T—0 X 


解对 n 为正整数的情况,令 t = (1 + - 1,则 x = (1 + i) n — 1 = nt +…+ P 


且工一> 0 


0. 于是有 


lim 1 = lim 

x—^0 X t—^0 


=lim 


(1 +t) n - 1 nt + • • • + ^ 


n 


对于 n <0 为负整数的情况， 
lim G + J ) ' — 1 = lim 

X x — ►O 


n > 0 时己经解决并作如下计算 即可: 


((1+ x ) 


七 l -( l + x )~ 


X 


) = 去. 


□ 


为便于应用，我们将习题444的结论用小 o 记号改写成为等价的如下 公式： 

>/1 + x = 1 + 丄 a : + o { x ) (x —♦ 0). (1.30) 

其中 o(oO 是 a : — 0时高于一阶的无穷小见《习题集》下一节的说明).也可以定义 
o ( x ) = o ( l ) x , 其中 0 ( 1 ) 即是当 x -^0 时极限为0的无穷小量. 

习题444 (即公式 (1.30)) 已可解决本小节的大部分习题，它的进一步发展是下面的 
命题. 


命题 


(1 + rr) 71 - 1 —— -X 

设 n 为非零整数，则有-2—— — 


-n 


证与习题444类似，由于从 n 为正整数的情况推广到 n 为负整数的情况是容易 
的，因此只给出 n 为正整数的证明.这时仍然令 t = (1 + 2：)+ - 1， a : = (1 + t) n - 1 = 
7 lt t n , 就有 • 


1^0 


(1 + x )~^ 一 1 一 女 X 


= lim 
t-^o 


一刼 (1 碑- 1] 
[(1 + tr - 1] 2 

- 含 (泔+ . 咖 2 一 ~' t2 +…+尸） 


t—o 


(nt + • • • + t n ) 2 
注命题 1.7 的结论也可仿照 （1.30) 写为如下的等价形式 •. 

2 + o { x 2 ) {x - 


L - 71 
2^ 


□ 


妁… 1 +含工 


L — n 
2^~ 


0 ). 


(1.30 ; ) 


同时又可以用它将公式 (1.30) 改进为更强一些的结论 •. 


(1 + x) n = 1 + 士 x + 0(x 2 ) (x —> 0), 

其中 OOr 2 ) 的意义是指它与 a : 2 的比值在 x -0 的邻近有界（见《习题集》下一节的说 
明) • 

以下简写方式也是常用的，即若从上下文知道所讨论的极限过程是 : r — a 时，则可 
以将 0 ({x - a) 2 ) (x ^ a) 简记为 0 2 . 类似地将 0 (( 0 ： - ci) 3 ) (z — a) 记为 0 3 等等. 
学过微分学的读者都知道，公式 (1.30), (1.300 等就是泰勒公式的特例. 



下面我们先看习题 444 的应用方法. 

习题437的解2这时 a : — 4是工 — 4时的无穷小量.令 a ; - 4 = i ， 则有 
"1 十 2 x -3 1； .„ \/9 + 2 (x - 4) - 3 9於 —q 


y / i -2 


v /4+( a : —4)-2 

( v /^ f -0 


V 9 + 2 t 一 3 


vTTT— 2 


3 u/ 1 ^^- 1 丄 

1Lm ° 2 (^i-o =flLra °tr 


y 


然后再看公式 (1.30) 的用法. 

习题437的解3将分子分母的各自第一项的根式函数用公式 （1.30) 得到 
TT 2^ = y/9 + 2{x - 4) = 3 '/l + 县(0： - 4) = 3[1 + 去 ( a : — 4)] + o(x — 4) (x 


yfi = \/4 + (x - 4) = 2^/1 -f x ~ ^ = 2[1 + 含 (:r 一 4 )j + o(x - 4) (x —► 4), 

其中 o(z - 4) 即是当 x — 4 时比 （x - 4) 更高阶的无穷小量.然后将上式代入题中的分 
式就有 


x — A 


i ^4 


1 +2x- 
y/x — 2 


= 


~(x - 4) + o(x - 4) 


一 4) + o(x — 4) 



= 煦 


+。0) 


卜 4 十+0(1) 

再看几个例子，其中采用上述习题437的解3中的方法. 


T * 


习题447求 Um 

x — 0 


^27Ti- ^27^ 
x - f -2 v ^ 


解分母: r + 2 ^当 x ( a ： — 0) 时等价于 X ，因此可换为 :r (这就是等价量代换 
法)，分子则可以用公式（1.30)，这样就可如下 计算: 

= v ^ 1 + # - \ l l ~-§ r ) 


= 3]im G + *+•)) - (卜啬+咖) 

x-^0 X 

=1 □ 


习题 449 求 lirr ^ 


+ 2 - ^/xT20 
^xT9-2 ~~ 


解对于题中的三个根式函数分别用公式（1.30)，得到在 x — 7的渐近展 开式: 



v ^+2 = 八9 + (x - 7) = + = 3 (1 + 香 • + o{x - 7) (x 


zT 20= 1 / 277 ) = 3 a 71 


x -7 

~ 27 ~ 


— = 3 ^1 4- y • x 2 ? ) -f o{x - 7) (rc 


v^x + 9 = </ l 6 + ( a : - 7) = 2 ^/l + = 2 (1 + 士 • + o(x -7) (x ― 7), 

其中- 7) 是当 o : — 7 时比 x - 7 更高阶的无穷小量.然后将它们代入题中，并约去 
分子分母的共有因子 Or - 7)，即 可有： 


.>/ xT 2 -办+ 20 


: —7 ^T9-2 


-g- 27 4-0(1) 


x — ^7 


去⑴ 


•16 


27 


112 


27 • 


习题451 




T 5 x - (1 + x ) 


解1用代换把无理函数有理化•令〖= yr +5^ -1，得 x = 


i (( i + o 5 - i ) 


f + 2 t 2 + • • • + +. 于是有 


lim 


= lim 


f 2 (l + 2t + ". + |) 2 








(l + 5 a:)I - 1 -含 (5 x ) 


一5 


解 3 用 （1.30 D 即有 

(1 + 5 x )^ = 14 -备 (5 a :) + ■ 三 二 r 《. (5: r ) 2 + o [ x 2 ) = 1 + x - 2: 


o ( i 2 ) (x 


将它代入就可见所求极限为-1 .口 


注从无穷小量 rr — 0的角度来看，可见问题在于求出分母的二阶无穷小 fix 2 项 
的系数.这也就是命题 1.7 与公式 （1.30') 的作用.从习题451的解1可见它与命题 1.7 
的证明完全相同. 


习题453求 lim 


1 -f ax yi + /Jx 一 


- ( m 和 n 是非零整数). 


解1用习题444再配合递推法（参见 §1.5.3 的习题412的解 2) 就可计算 如下: 


lim 


1 + ax \/1 + 0 x — 


L S IM 


x —^0 




ax ( y / TT^x — 1) 


ax — 


2 用公式 （1.30) 可计算 如下: 
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(i + 念工 + °( x )) + 。 ㈤) - 




VI + OCX 


X 




X 




】im 

X 


X 


= 立十 □ 

m n 


习题 455.2 求 lim 


3 


2 


— yfx 1 — \/x 


)• 


解 1 取 £ = 於就可以将本题转化为习题428中的有理函数的极限来 解决: 


1 

I 


^(t 


3 


- v /5 


( t ^ _ t ^) = 


3-2 

~^r~ 


2 


□ 


解 2 这是 oc - oo 的不定式.将两个分式通分后就成为 I 的不 定式: 


lim 


先分析分母，用公式 （1.30) 得到 


3(1 - \ fx ) — 2(1 — \ fi ) 

~ (1 - ^)(1 - Vx ) ~ 


(1 - v / S)(l - ^) = (1 - y / l -^( x - 1))(1 - 的 + Or - 1)) 

=[-如工 - l )- f - o ( x - l )][- y(x - 1) + o(x - 1)] 

= |(x-l) 2 + o((x-l) 2 ) (X — 1 )， 

这表明分母是二阶无穷小 M ， 从而提示我们潘要用命题 1.7 或公式 (1.300 于分子. 
用公式 (1.300 于分子，即有 


3(1 - 2(1 - Vx ) = 一3[0 +(工一 1) 一 1] + 2[^1 + (x - 1) - 1] 

= -3[^(x 一 1) 一 -(0 ； — l) 2 + 0 ((X — 1) 2 )1 + 2[i(o: -l)-i(a:-l) 2 + o((a:-l) 2 )J 

= (y - j)(x-l) 2 -f o((a;-l) 2 ) = j2(x - l) 2 -f o{(x - l) 2 ) {x -♦ 1), 

这样就得到极限为 

去 ( x -1) 2 十 0((0： - l ) 2 ) 】 




_3_2_ 

一 yfx 1 - 


)- 


lim 


|(x-1) 2 4-o((x-1) 2 ) 


2 ■- 


□ 


习题 456 lim 


(1 - y / x)(l - ^ X )---(1 - ^ X ) 


(1-X) 


n— 


解作 i = l _ x 并直接用习题 444 的结论就可得到 




(1 一 y / x)(l - ^ X ) • • • (1 - ^ X ) 


= lim 

t —0 


(1 -水 
y/T^t 




- yi - 


□ 


小结 
常有用的. 


n •.… n 

从上面的介绍可见，在函数极限的计算中引入无穷小 fi 的阶数的概念是非 
我们经常将 x ^ a 的极限过程中的 a : - a 称为（标准的）一阶无穷小量，然 





后将 （ o : - ar 称为 n 阶无穷小量.同样可以在 x - oo 的极限问题中将 | 称为一阶无 

穷小童，而将 jr 称为 n 阶无穷小量.公式 (1.30) 和命题 1.7 的意义就在于此.虽然本 
小节的习题原则上都可以只用初等代数运算解决，然而我们还是建议初学者除了学习 
将无理函数有理化的方法之外，还是应当••向前看”，尽早培养起用无 穷小置 的阶数的观 
点 ，这样 来理解和解决有关函数极限的计算问题对今后的微分学学习是非常有益的. 

习题 457-470 大都是 x — oc 的极限过程和 oo - oc 型的不定式问题.原则上可以 
用< = l / z 将它们转化为 t — 0,并用有理化或通分等代数运算转化为 ■^或 ^类型的 
不定式来解决.前面提出的各种方法在这里同样有效. °° 

最后再举几个简单例子，说明如何将代数运算与无穷小分析相结合. 

习题 466求 ~ 。"二卜 + Vxi ~ C (n 是正整数). 

解令《 = 1/0：并改写 如下： 



就可以看出当 e — 0时方括号内的两项都只要分别用 t = 0代入就可以得到极限，因此 
答案为 2 n . □ 

习题4 67 求^ + ( n 是正整 数). 

解 从无穷小 M 的角度可以看出只要求出分子的一阶无穷小童: c 项的系数. 

对分子用恒等式 a n - b n = ( a - fe )( a n - 1 + a n ~ 2 b + • • • + ft — 1 ), 就有 
(y/l -h x 2 + x) n — (\/l -f x 2 — x) n = 2x - [(\/l + rr 2 + x) n — 1 

+ (\/l 4- x 2 +x 广 2 (\/l + x 2 - x) + … + (\/l + i 2 - x 广 1 ， 

于是可以看出在 2: r 后的方括号内的表达式当 a : — 0时的极限为 n ， 为此只要用 x = 0 
代入即可，因此本题的答案就是 2n. □ 


习题470根据条件 



工 lim^ (\/x 2 - x 4- 1 - a^x - b 2 ) = 0, 


求常数 Oi 和 6i(i = 1,2). 


解 1 只给出后半题的解答.从条件可见有 



= 1 -^ 2 , 



§1.5 函数的极限（习題 381-644 ) 


111 


于是处= 1. 

然后从题设条件就有 


fc 2 = 


lim ( yx 2 一 x + 1 — x ) 

— 十 oo \ 7 


= lim 


—x 


+°° yx 2 — x + 1 + a : 


2. 


□ 


有 


解2仍只解答后半题.这时视丄为 rr — + oo 时的标准无穷小景，则从 （1.30) 就 


y / x 2 — 


=1 ( 1 + 士 (一 i + i *) +0 ( 去 )) 

= a : - - i - + o ( l ) (x — + oo ), 


可见勿=1，6；2 = -+.口 


1.5.5 初等超越函数的极限计算（习题 471-591, 602, 604-605) 

1. 三角函数的极限计算（习题471-505, 602, 604-605) 

这里与前面的极限计算题不同之 处是： 在一般教科书中列为最基本的两个函数极 

限之一，即 . 

㉟ o ，= i ， (1.31) 

起重要作用.它是比较三角函数与标准无穷小置的基础.此外，在本小节的许多习题的 
计算中，等价量代换法也是基本的.关于它的简单介绍见 §1.5.7 之 1. 

下面先看几个简单例子，其中的第一个例子也是今后许多极限计算中的基本工具. 


习题 474 ⑷求 lim 丄二 . 

x -^0 

解首先要看出这是 j 型的不定式.然后用三角公式如下 进行： 

注为便于今后的引用，重记为 

鰓 1 ^ = 士. （1.32) 



利用极限理论中的等价量记号（见 §1.5.7 之1)，我们就得到了两个重要的等价无穷 


小量的 公式: 


sinx 〜 a ; (x 0), 



(1.33) 


习题 476求 lim ^ IL ^- 如 3 rr 

x—o sinx 





解 1 第一步是看出这是 j 型的不定式，然后按照等价量代换法，分母可以用: C 代 
替，然后分式的极限可以分成两项分别处理.由于这是第一次用等价量代换法，我们将 
上述过程详细写出如下，其中三次使用了极限 (1.31): 

jj m sin 5 x - sin 3 x _ ( sin 5 rr — sin 3 a : x \ 

rr—o sin rc 一 (A x sinx / 

(警 .5 -訾 . 3 H‘ 3 = 2 •口 

解 2 用三角函数的和差化积公式也可以如下 求解： 


sin 5 x — sin 3 x _ f sin 5 x — sin 3 a : 
sinx \ x 


lim 幽 一 扭 • 二 郝 A? = Um = 2 lim 

x—o sinx x—o sinx : r—o 


4 x = 2. □ 


习题 477 求 lim 


一 cos 3 a : 


解这是 I 型的不定式.利用极限 (1.32) 即可计算 如下: 


lim — = (.cosx - 1 + _1 ■二 . c ^3 ? 


») = i -.(- l - f -9) = 4. □ 


习题 478 求 

解这是吾型的不定式.分子分母同除以 x 后再利用等价关系 (1.33) 可计算如下: 


li m 1 4- sinx — cosx _ 
: r—o 1 + sinpx — cospx 


lim 

x —^0 


sinpx 


学过连续性和导数的读者不难看出，习题 481 就是证明 sinx , co 8 x , tanx 的连 续性: 
而习题482^487就是计算6个三角函数的导数.下面举其中的两个例子. 


习题 482求 lim 


- sinx — sin a 


x - 


解 1 三角公式（和）差化积也可看作因式分解.用此法可把函数值之差转化为自 
变麗之差，以便 比较. 如下所示，本题将从分子中析出的 sin ■与分母: r - a 的比归 

结为基本极限 lim ,从而解答本题.具体计算 如下： 


lim 


= lim 


2 cos sin 土亏 


• □ 


解 2 用三角函数的和角公式同样可以达到 目的: 


• sin(a 4- (x — a )) — sin a 


x—a x — a 

其中同时使用了 （1.31) 和 （1.: 

习题 484求 lim 


in a cos ( a ; - a ) — 11 + cosasinfx - a ) 



若将正切函数化为正弦和余弦函数来做，则有 


lim 


— lim 


= lim 


cos a: 


cos 

a 


x—a {x — a) cosx cos a 

sin(x — a) In 

=lim "7 - 7 - - - = - 7 y — • U 

x— yx — o) cos x cos a COS^ CL 

解 2 为了处理分子可以利用恒等式 tan(x -a)= ,于是得到 

tan x — tana = tan(a: — a)(l + tanx tan a), 

它可看作正切的差化积，其所起作用与习题482相同.以下计算已经 不难： 

lim 峡二挪& = lim -^^(1+tanxtan^ 


=1 十 tan^ a = sec^ 

注在微分学中将习题 482-487 中的 
弦，余弦…从 a 到0?的(一阶)差商.它们的虽叚 (X - 
数. 


cosx^sa ... 分别称为正 
幻分80是正弦，余弦 • ••的导 


可以看到，有些题用合适的三角函数公式来演化确实很方便（例如习题476的解 2). 
问题在于对于较复杂的题,演化的结果有时会出现大童的三角函数，这时继续做 下去就 
可能会有困难，甚至陷入繁复的计算中而“不能自拔”.例如，学过高阶导数的读者一定 
会发现，后面的习题 488-492 涉及前4个三角函数的二阶导数问题.这时直接用三角函 
数变换来计算就可能比较复杂. 

与上两个小节一样，我们还是建议在函数极限计算中以无穷小童的阶数分析和等 
价董代换法为主要思路（例如（1.33)，习题476的解1和习题 477-478 的解等).在这里 
我们提出下列命题，它可以解决本小节中较复杂习题的极限计算.虽然它不可能对每一 
个题提供最好的解法，但至少可以提供相当有效的解法. 


命题 1.8 设 a 为给定常数，则有 


( 2 ) lim . 


sin(a + :c) — sin a — 


(3) lim rt 


cos (a + x) — 




(5) 


>t(a + x) — cot a + 2: esc 2 a ? 

-- - -^-= esc a cot a = 



证 （1) 由于分子为奇函数，只要对 x >0 作出证明即可.利用导出 (1.31) 时大多 
数教科书都已经证明的不等式 
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sin a ; <x < tanx (0 … 晉)， 


也就是 COSX < 


smx 


即可得到 


。 x — sin x _ J_ / 


^)<i(l-co S ,) = X. 2sin2f 


1 X 2 _ X 

I •丁一 T 


令 x — 0就知道 lim =0. (实际上已经得到 sinx = x + 0( x 3 ) (x ^ 0).) 

2—0 X 

(2) 中令 a = 0就得到（1)，因此是它的推广.利用 （1) 可作如下推导得到 （2): 


lira 

a ：— 0 


sin(g + x) — sing — x cos a _ .. 

x 2 x 一 o 


sin a cosx 


— x cos a 


= lim 

x—^0 y 


sin a(cos x — 1) 


a ( sina : — x ) 


) = - 


sin a 


由于 （3) 的证明与 （2) 几乎相同，下面证明 （4). 同理也不写出 （5) 的证明. 

⑷利用 （1) 可推导 如下： _ 

sin(a -4 - x) 一 sing _ x 

li m tan ( a + 怎）一 tana - x sec 2 a _ 此 cos (a -I- x) cos a cos 2 a 
*-►0 X 2 x 2 


=lim 

x— 


cos(a 十 x ) cos a cos 2 a 一 此 cos a smx — x cos(a + x) 


cos ^ a 


(- 


cos a (sin x — x ) 


i—o cos(a -I- x) 
cos a — cos (a + x ) 、 


= ——— lim 
cos* 3 a x-*o 


cos a — cos(a -f x ) 


sin a 


注 1 上述证明的最后一步即是 《习 题集》中的习题483,它的求解与习题482的 
解2相同，当然也可用和差化积公式来做.建议读者自行完成上述命题中 （3) 和 （5) 的 
证明，它们比不少习题还容易一些.此外，⑷的证明也可以仿照习题484的解2进行. 

注2利用大0和小0记号，命题 1.8 的结论可改写为以下形式： 

sin x = x -f- 0( 工 3 ) (x — 0); 


sin(a -h x ) = sin a-\-x cos a - 


sin a 


o(x 2 ) {x 0); 
o{x 2 ) (x 0); 


cos(a - f - a :) = cos a - x sin a - —x 2 + o(x 2 ) (x — ► 0); 

tan (a + ar ) = tan a-\- x sec 2 a + ( sec 2 a tan a)x 2 o(x 2 ) (x 0); 

cot (a + x ) = cot x — x esc 2 a + ( esc 2 a cot a)x 2 + o(x 2 ) (x — > 0). 

其中 o ( x 2 ) 是当 a ; — 0 时高于二阶的无穷小童.（已学过微分学的读者当然会看出，这4 
个公式就是写出到二阶项的带佩亚诺余项的泰勒公式，也称为局部泰勒公式 

用命题 1.8 可方便地解决习题 488-491 的极限计算.以下举出其中的两个例子. 

习题4肋求 lim 血 (七 2 X - L ~ 2 字 0 七 ) a 
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3. 双曲函数与反三角函数的极限计算（习题 576-589) 


《习题集》中关于前三个双曲函数的定义和图像见习题 340(a) ， (b) ， (c )， 关于前四 
个反三角函数的图像见习题 311-314 (参见附录 一 ). 

《习题集》中收入的关于这两类函数的极限计算题一般比较容易，下面各举一 

例① • 


习题 577( b ) 求 lim sinhv/x^x-s^nhV^- 


，+oo 


解分子是 oo - oo 型的不定式.按照定义将双曲函数用指数函数表示，并将分子 
分母同除以适当的无穷大暈即可计算 如下： 


一 Q-Vx^+x qVx 2 -x _ 


lim 


2 


e x 4 - 






yx 2 -x-x 


2 


=lim 


x —x 丄 •丄 

(e y/x^+x^x — e V^x a -x+x ) = e 2 一 e 2 


= 2sinh 


T - 


□ 


习题 585 求 lim arctanCxt /O^arctanx 


/ l —< 


解这里的困难在于如何处理分子.计算分子的正切函数值就有 


tan[arctan(a: + h) — arctanx] = 


h 


1 + (x + • 

可见当 & 充分小时分子的绝对值也很小，因此得到 


arctan(x + ft ) — arctan x = arctan 


h 


1 + ( a : + h ) x . 

从等价关系 tanx 〜 a: (x — 0) (即习题 474(b)), 可见也有 arctan x ^ x (x 
综合以上两点可见本题的极限为 1/(1 + P ). 口 


0 ), 


1.5.6 杂题（习题592-601，603, 613-636, 641-644) 

这里的习题数量不多，但有多种类型，下面先浏览一下其内容. 

习题 592-601 都是（广义）单侧极限的计算题，其中包括: r — n 士 0 和: r — 土 oo 在 
内，其中的计算没有特殊困难. 

习题 613-625 是函数序列研究中需要用到的内容.假设在某个区间上定义有函数序 
列 {/ n ( x )} ? 且在区间的每个点上存在极限 n lim / n ( x ), 这样就得到了函数序列的极限 
函数.这些习题就是要求计算出极限函数， Mki 其图像（其中习题 624 是含有连续参 
数 f 的对应问题).这里的计算和作图也都比较容易. 

习题 626-627 是关于斜渐近线的定义和训练.这在一般教科书中都有,相应的计算 
题和作图都不难（在 §1.4 中已经有大量的这类习题). 

® 从复数域可以说明双曲函数与三角函数有特殊的关系，因而在实数域中存在与三角函数公式对应的大 
贵的双曲函数公式.就《习 题集》 中的这些习题而言这些公式是可以不用的. 



解本题并非常见的不定式，但 vCTT - 斤是不定式（见 §1.2.1 的习题 47), 且有 


y/x + 1 — y/x = 


丄 

y / x^^r 1 + \fx 


0(x -foe). 


作正弦的差化积，得 


lim (sinv^TT^sin^)- lim 2cos 與 土 在 sin 門 - # = 0. 

—+oo x—^+oo Z Z 


= 0 . □ 


2. 幂指函数和对数函数的极限计算（习题 506-575, 590-591) 

这里的最基本工具是继 (1.31) 之后的第二个最基本的函数极限 

丄 

lim(l -f x) x = e. 


(1.34) 


与前面从 (1.31) 推出 (1.32) 一样，从 (1.34) 可以推出下列几个重要的极限，它们在今后 
都是不可或缺的基本公式. 


lim = 

x—0 X 

lim —- = lna (a ^ 
x — 0 x v 

..(1 十 rr) a -l 

lim ---= a. 

i—*o x 


a 工一 


= lna (a > 0 ), 特别是有 


e x - 


(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 


其中 (1.35) 即习题529, (1.36) 即习题541, 它在 x =七 时就是习题76, (1.37) 中当 
a = 丄 时就是习题444 (也就是公式 (1.30)). 


用等价记号〜就可以将上述三个公式改写成为在 z — 0时的等价 关系： 
ln(l + x) 〜 x ， a 1 — 1 〜 x Ina ， e z — 1 〜 x ， (1 + x) Q — 1 〜 a ： :c. 

它们对于使用等价量代换法是非常方便的. 

证为证明 (1.35), 只要用 (1.34) 和对数函数的连 续性： 

lim = lim ln[(l x) x ] = lne = 1. 

对于 (1.36) 可以先用"(1.35)于 a = e ， i 样就可以得到 

lim e - 1 = lim . -r ^ ^~rrr = 1, 
x-*o x x-*o In [1 -f (e 1 一 1)] 

然后对于一般的 a > 0就有 

lim = lim el1 - ? _ - lna = lna. 

x-^o x x-^o x lna 

最后对于 (1.37) 可以用相同的方法推导如下： 

(1 + x) Q - 1 .. e aln(l+rc) _ j ln(l + x) 门 

lim ---- = lira - ■ V- - ^ • ---- • a = a. □ 

x-*o x x—o am(l+x) x 


lna = lna. 


ln(l + x) 


a = a. □ 


注以上的许多推导都涉及复合函数的极限以及若干基本初等函数的连续性. 

关于前者，请参看 §1.5.7 的第2点，其中结合对习题607的解答所列出的若千充分 
条件. 

关于后者，则只要用 §1.2.9 中的命题1.4,并利用沟通数列极限和函数极限之间联 
系的海涅归结原理,就可以推出幂函数、对数函数、指数函数等的连续性.此外，还可以 
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注意本书没有讲解的几个题.习题481即是求证正弦函数、余弦函数和正切函数的连续 
性； 习题529即是求极限 叫 1 , - 。 -;习题531和548即是分别计算对数函数和指 
数函数的导数，这比 建立# 彳的连羞性要求更高了. 

由此可见，命题 1.4 的代入法对于函数极限同样成立. i 

举一个具体例子.在 (1.35) 的证明中，设 /( y ) = In j /， y = g (: r ) = (1 + x )' 则一 
方面有 yimg(x) = e , 另一方面又利用 f(y) == lny 于点 y = e 处连续，这样就可以推出 
有 lim /(^( x )) = Ine = 1. 


在 (1.34) 的基础上可以用下列方法解决许多型的不定式问题.这就是对于 
lim f(x) = 0, lim g(x) = oo 的情况，有 

x-^a x—>a 

lim(l + /( x )) 咖 ）= lim [(1 + f(x))7k]^^ = e ( i . 38 ) 
x^a x-^a L J 

于是只要计算 \im(f(x)g(x)) 即可. 

x—^a 


下面来看一些习题.注意第一步是搞清楚它是否是不定式.如果不是不定式，则一 
般用代入法 即可； 如果是不定式，则要根据其类型来采取对策. 

习题506求下列极限： 


-Vi 



⑴鰓(语广；(2心 (培广 ；(3),詆(语) 



解 在⑴中有 J 洩 iif 


= 7, lin ), 


v/i 


限为 


~2 




在⑺中有 ㉟ 培 = 奮，鰓 = ^ TTvi = i -因此只要用代入 


=1，因此只要用代入法就得到极 


法就得到极限为 




在⑶中有 _lim • 辑=1， . = 


为 I 0 = 1 •口 


= 0,因此只要用代入法就得到极限 


习题512求极 . 

解1这是严型的不定式.用 (1.38) 的方法就得到 

lim (1 + — 2 ^ — ) = e x ^™°° : 3 : 1 = e 2 . □ 

： c—oo 乂 x z — \ J 

解2换一个写法，可以如下 求解： 

媳 [( 1 + 右严 ]*” 2 □ 

解3另一种写法是先对于函数取对数.然后用等价量代换法计算极限 如下: 




lim x 2 In ( x 2 ) = lim x 2 In (1 4- 2 2 -) = lim ^ i = 2 ， 

^->oo \X 2 - 1 ) \ X z - \ J 工 — oo x z -l 

可知极限为 e 2 . 其中利用了等价关系 In j 〜 ^Tf ( x — °°). 口 

注以上三个解法本质上完全相同，但对于先取对数的方法还是需要说明一下，因 
为与幂指函数有关的三个类型的不定式（即 1°°， oo Q 和 0 G ) 容易从这种方法得到解释. 

考虑幂指函数的极限 lim u { x ) v ^ x \ 其中设 u { x ) > 0, x — a 也可换为其他类型的 
函数极限.我们 要问： 这遇到什么样的不定式.或者反过来，假设已知存在极限 
lim u { x ) = A, rimv ( x ) = 2?, 其中 A, S 允许为非正常极限 oo, 问上述幂指函数的极限 
H 可以简单逼兩 " 代入法得到为#. 

用取对数的方法，且同时利用指数函数和对数函数的连续性，就有 

ji 丄 n a u(a ； r ⑷ = e ^ v(a：)lnw ⑷， 

其中假设所写出的极限存在 1 ° 

于是问题已经归结为乘积 t ； 0r)lnu(:r) 当 x — a 时是否是不定式.由于乘积形 
式的不定式只可能是 0 • oo 型，从而就只可能出现三种可能性，即 （ 1 ) lim = 

x—♦a 

oo , lim u { x ) = 1; (2) lim v ( x ) = 0, lim u ( pc ) = + oc ; (3) lim v ( x ) = 0, lim u ( x ) = 0 .冋 

复指函数的极限 ^^>(0：)+), Sk 是 i'oo'o 0 三定式. $ a 

需要注意，若乂 = lim u ( x ) 为小于 1 的非负数， 而 B = iirnv ( x ) = oo , 则极限 

并不是不定 zkT 其中包括容易误认为是不定式的 注意： 当指数趋于正 
大时有 0 +°° = 0 ;而当指数趋于负无穷大时有 0 -°° = + oo . 

习题 516 求极限 ^lim^ ( ff x -^) X (ai >0,a 2 >0). 

解若 A 〉 a 2 , 则有 - - > 1 (x - + oo ), 可见极限为 + oo .若 

ai < « 2 , 则同样可见极限为 o 2 2 

在 ai = a2 (= a ) 时为1°°型的不定式.用 （1.38) 的方法就有 



下面是综合利用等价*代换法与其他方法的例子. 

习题 540( b ) 求极限 Ihn 

I— 0 ln(x + y /\ - x 2 ) 

解先看出是 I 型的不定式.利用 （1.35) 的 hi(l +岣 〜 x (x — 0)，可见只要将分 

子换为 nx-l + Vl ~ n 2 x 2 f 将分母换为 : r - 1 + 后，即可按照求无理函数的极 

限来做.由于当 : r — 0 时有 2 2 

nx — 1 -b y/l — n 2 x 2 = nx + —— = nx + O2 (x —* 0)， 

V1 — n 2 x 2 + 1 

x - 1 + y / l - x 2 = x -h ^ 7 ——-^-~ - = x + O2 (x 0 ), 

- X 2 十 1 
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因此极限为 n . 口 

习题543求极限 lira 


(a > 0). 


解改写分子的两项为 e 的幕，然后利用（1.35)，(1.36)得到 

e xlnx _ e alna / e xlnx^alna _ ^ X In X - a In 


lim 




= a a • lim 


xlnx — aim + alnx - aln 


lim Inx + lim 


ln ( 


=a a (lna -f 1). □ 

下面是新版增加的综合性较强的几个题 • 


习题 


，求 ㈣ （ i : SB ) 


解这是型不定式.将括号内写成1 +0(1) 后用 (1.38) 的方法，只要计算下列 


极限: 


lim 


(- 


sin x(cos ax — cos 0x) 


+ sin 


) = i™o 


-1 + 




= i (- a 2 + /? 2 ), 


就可知答案为 


ff 2 -a 2 
2 . □ 


习题 545 ( c ) 求 ] im 


sin(7Cx a ) 


解这是 I 型不定式.令 t = ：r - 1，并改写分子分母，就可以如下求解（其中两次 

利用 了 sina : 〜 :c (:r — > 0) 和 (1.37)) : 

S in[7U((t + l 卜 l)j n((t +1)^-1) 

t-*o sin [ 兀 ((t + 1 )行 一 1)] t—o n((t -f- iy 3 — 1) 


= ^ o ( 


( 尤 + 1 尸一 




= t * 


习题 545 ( d ) 求 lim 


sin 2 (71 • 2^) 
ln[cos(K. 2 1 )! • 


解这是 I 型的不定式.令 £ = a ：- 1，并将两个三角函数的自变量改写为 
271-(2* - 1), 然后利用 x -> 0时的等价关系 sinz 〜 X，1 — cosx 〜吾^ 2 和 ln(l +怎）〜： r ， 
即可计算得到 ： 

v sin 2 (27t.(2 i -l)) 0 ^ 

cos(2tc-(2^-1)) — ^ - 2 - 口 
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第一查分析引论 


3. 双曲函数与反三角函数的极限计算（习题 576-589) 


《习题集》中关于前三个双曲函数的定义和图像见习题 340( a ),( b ),( c ), 关于前四 
个反三角函数的图像见习题 311-314 (参见附录一). 

《习题集》中收入的关于这两类函数的极限计算题一般比较容易，下面各举一 

例① • 

习题 577( b ) 求 lim 峽 

x—+oo coshx 


解分子是 oo - oo 型的不定式.按照定义将双曲函数用指数函数表示，并将分子 
分母同除以适当的无穷大量即可计算 如下： 

_ n -y/x^+x 


lim 


2 


_ e -vx 2 -； 
2 


e x 


=lim ( e ’ 

rm ^ .1 、 


Vi 2 —i —； 


) 


2 


=lira 


X —X 1 

(e v/x 3 +x+x 一 e >/x z -a:+x ^—02 


一 e 


2 = 2 sinh 


2 ' 


tihk arctan(x + / i ) — arctanx 

习题 585 求 lun - ^ —— jf - • 

/i-*o h 

解这里的困难在于如何处理分子.计算分子的正切函数值就有 


tan [ arctan(x - \- h ) — arctan x ) 


h 


1 + (x -f h)x ' 
可见当充分小时分子的绝对值也很小，因此得到 

arctan(a; + h) — arctan x = arctan --- • 户 ~rr~-- 

1 -f ( a : + h)x 

从等价关系 tanx 〜 a : (rr — 0)( 即习题 474( b )), 可见也有 arctan x 〜 
综合以上两点可见本题的极限为 1/(1 + x 2 ) .口 


(x 0). 


1.5.6 杂题（习题 592-601，603, 613-636, 641-644) 

这里的习题数量不多，但有多种类型，下面先浏览一下其内容. 

习题 592-601 都是 (广义) 单侧极限的计算题，其中包括 x — aztO 和 a : — 士 oo 在 
内，其中的计算没有特殊困难. 

习题613 625是函数序列研究中需要用到的内容.假设在某个区间上定义有函数序 
列且在区间的每个点上存在极限这样就得到了函数序列的极限 
函数.这些习题就是要求计算出极限函数，出其图像（其中习题624是含有连续参 
教 t 的对应问题).这里的计算和作图也都比较容易. 

习题 626-627 是关于斜渐近线的定义和训练.这在一般教科书中都有，相应的计算 
题和作图都不难（在 §1.4 中已经有大童的这类习题). 

从复 i 域可以&明双曲 S 数与三角函数有特殊的关系，因而在实数域中存在与三角函数公式对应的大 
景的双曲函数公式.就《习题集》中的这些习题而言这些公式是可以不用的. 
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习题 641-644 是涉及函数的点振幅和函数的上下极限的题，计算均较容易. 

下面只对于习题 628-636 作讲解，其中含有与无穷级数、无穷乘积有关以及更广泛 
的一些极限计算题，对于后者还专门介绍了一个有用的定理. 

这里的问题是计算如下形式的数列 极限： 

n 

lim (xin + a ； 2n + • • • + X nn ) = lim V " x mn > (1-39) 

n—oo n—♦oo ^ — ^ 

其中 { Xmn } 是具有双下标的数列， n 取所有正整数，而在 n 给定之后的下标 m 则 
只需要取 1,2,..* , n . 问题 (1.39) 的一个变型是用相乘代替相加，即求如下数列 极限： 

71 

lim (xin - x 2 n . x nn ) = lim n x mn , (1.40) 

n—^oo n—toe 丄上 


其中双下标的意义与 (1.39) 相同. 

在每一个> 0的前提下，可以取对数将问题（1.40> 转化为问题 (1.39). 

事实上这样的数列极限问题早在 §1.2 就已经遇到，例如习题51-57, 68 , 72, 77-80, 
82-85 等等都是如此. 

若 o : mn 与 n 无关，即只有一个下标 m 时， n 只以求和或求乘积的项数出现.这就是 
今后要遇到的无穷级数和无穷乘积的计算题（见《习题集》第五章).例如 § 1 . 2 中的习 
题56, 57, 68 , 72, 77-80, 82-85,以及本节的习题628-630,都 M 于这个子类.由于这类 
问题将在第五章作专门研究，因此从略. 

下面主要介绍习题631 636,即：确实为双下标的情况. 

习题631提出了计算这类问题的一种方法，其中的 ： r mn = ♦ mn )， 为某个具有 
—定性质的函数， { amn } 为具有双下标的数列， 1 是一致收敛的记号. 

习题 63 1 (用于计算 (1.39) 的定理） 设 lim = 1，其中 rP ( x ) > 0,又设 

{ a mn } 为非零的双下标数列，且当 n — ooB ? 有 a mn =4 0 (m = 1,2，...)，即对任 
意给定的 e > 0 ,存在正整数 N ( e )， 当 n 〉 TV 时有 0 < | a mn | < e 成立①. 

证明 

4- f { o ^2 n ) + ... + ^(« nn )] = 』^ j 4( a lrl ) + ^( a 2n ) + … + ^(^ nn )], 
其中假设等式右端的极限存在. 


解根据 〜 ip ( x ) (rr — > 0), 对 e ：> 0 ,存在 5( e ) > 0,当0 < | o :| < 6时成立 

- 1 <^<=»(1 - e ) rp { x ) < < p ( x ) < (1 + e ) rp { x ). 

其中利用了利 a ：) >0的条件. 

对于 上述乂 根据 amn 0 (n — oo ) 关于 m = 1，2, • • • 一致收敛的条件， 存在 N , 
当 n 〉 iV 时，对一切 m = 1，2 ,…同时成立0 < | a mn | < S y 因此也就成立 

(1 - e)*0(a mn ) < <^(a mn )<(l+eMa mn ). 

® 由于成立因此关于所有 m 的一致性和关于1彡 m < n 的一致性是相同的.对于具体问题来 
说可以统一规定在 m > n 时取 Qmn = 0. 





将上述不等式对于 m = 1，2, • • • ， n 求和，得到 


(1 - 4 E 咖 rnn) < [ 咖 mn) < (1 + S) ^(a mn ). 


改写为 


-£ < 


w w 

^( Qmn ) 

m=l _ 

n 

Y 2 ^ a rnn ) 


这样就己经证明了 


lim 


^2 咖議) 

m=l _ 

n 

Y 1 ^ a rnn ) 


最后，利用已知极限 n l& f； ^(a mn ) 存在的条件和极限的乘积法则就得到 


m=l 


lim V" p(a mn ) = lim 

i—>oc ^ n—oo 


Y 1 咖咖) 

m—1_ 

n 

VK a mn ) 


翬擎 W W 

• 必 (QVnn) = liin ^ 0(a mn ). □ 


下面的习题 632-636 都是上述定理的应用.我们只讲一个例子.看如何确定该定理 
中的两个函数和（有双下标的）数列，以及如何验证定理的条件满足. 


习题 636求 lim 




解这是 (1.40) 型的问题.不妨假设所出现的余弦值都大于0,取对数后变为 
(1.39)，令 ip { x ) = In cos (ax ), 则有 


lncos(ax) = ln[l + cos (ax) — 1] 〜 cos(ax) — 1 
于是可取 休） = 它比函数 咖) 要简单得多了. 


ai 


x 2 (x 0), 


4 * OLkn = 


Uyjn 


其中 A: = 1,2, ••- ,n, 而当 k > n 时令 o；fc„ = 0,则就有 0 < 彡 


样就有 


，因此当 n — oo 时有 14 0,即关于 A: = 1, 2, • •. 一致收敛于 0 的条件满足.这 


lim V In cos = -4- lim 史号 = -鲁， 

7 i-»oo nJn ^ n—»oc n u 


其中利用了习题 2 和 53 的结果.由此可见原题的答案为 e 
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注习题631的定理提供了求 （1.39) 和 （1.40) 类型的极限的一个很有用的工具. 
在 咖）〜 必 ( a :) ( a : — 0 ) 中，一般来说是寻找比 ip ( x ) 更为简单的 tPix ), 但也可能发生相 
反的情况.这里的关键是用於代替 p 之后，相应的极限是否求得出. 

例如回顾 §1.2.3 的最后一题，即习题147,要求 

+ 去)， 

这时在 (1.39) 中的 x mTl = J ，利用 : r 〜 ln(l + z ) (:r —♦ 0)，取 ( p ( x ) = x , xp ( x )= 

Tt Til 

\ n ( l + x ) : a kn = A := l ,2,... , n , 则上述极限就可用习题 631 的定理计算 如下: 

n 

ni^o + ^T2 + … + 去 ) = n l^E ln 0 + ^Tk) 

= lirn in 2n±l =ln2 

n—oo fl 十 i 

学过积分学的读者都知道，还可以用定积分方法求出包括习题147在内的许多极 
限计算问题.见《习题集》后面 §4.2 的习题2219 2230等，其屮的习题2219就是习题 
147. 此外，还可以补充 一点， 即有时还需要将习题631中的定理和定积分方法联合使用 
来解决某些稍难一点的问题.所有这些内容都将在《指引》的第二册中学 > J . 

1.5.7 补注 (习题 606-612, 637-640) 

在这个补注中有以下内容： 

1 . 对于等价跫代换法作补充 说明； 

2. 结合习题607给出复合函数极限计算的充分 条件； 

3. 推广的柯西命题（习题608 610); 

4. 函数 e * 的两种表示（习题 611-612); 

5. 迭代生成的函数列（习题606, 637 640). 

1 . 关于等价 M 代换法的补充说明 

如前面的大量习题所表明，等价概念和等价量代换法在本节的函数极限计算中起 
重要作用.下面是几点补充说明. 

为简明起见，用 lim 表示某个极限过程，其中包括数列极限在内， w 和 t ; 是两个函 
数，其中 i ;/ 0 . 若有 


lim — = 1, 
v 7 

则称 w 和 2 ；对于 lira 所指的极限过程为等价，简记为 U 〜 R 
上述等式可改写为 


lim 


u — v 



v 





从而也可以用小 0 记号写为 


u = v(l 4- o ( v )). 

由于这个记法中不需要 r ; # 0的条件，因此往往作为 u 〜 v 的更广一些的定义. 

对于具体的等价关系，由于存在多种函数极限，因此必须写明该等价关系是对什么 
样的函数极限而说的，即在后面添上 （rc — a ). 只有在数列极限的情况，习惯上往往可以 
省去 （n — > oo ). 

例如对于函数 lna :， 以下两个等价关系都是正确的，这时后面括号内的说明是不可 
缺少的： 

ln(l + : r) 〜 x (x — 0)， In rr 〜 a : — 1 (x —♦ 1). 

又如对于函数 x 3 + x 有以下等价 关系： 

x 3 + a : 〜 a; 3 (x -♦ - fcx >), x 3 + x 〜 x (:r — ♦ 0), 

两者的意义完全不同. 

这里要说明，虽然在本节中 IX 〜1； 一般都用于无穷小量之间的等价，但从等价记号 
的定义来看， u 〜 z ; 中并没有说在指定的极限过程中 u 和 t ; 是否是无穷小量或无穷大量， 
或是其他情况.如上面 : r 3 + a : 的第一个等价关系就是指两个无穷大量之间的等价. 

下面说-•下等价董代换法.这就是在 u 〜6时，就可推出有 


UV, 


吾 ( v — 0 )，号 〜I (以 / 0 ). 


因此在求乘除形式的极限时，可以将其中的因子换为等价量来计算，本节的许多题中都 
是如此.举个简单例子•由于 sinx ~ x (x — > 0 ), ln(l + a :) 〜 a : ( a : — 0 )，因此就有 

lira . S 乂 n3a: 、 = lim = -3. 
x—o ln(l — x ) x—o -x 

显然这只不过是将 

lim = lim (• 】 ， 产、 • -^) = lirn ^- = -3 

x-*o ln(l - x ) x~*o \ 3 x ln(l - x ) -x ) x—o -x 

写得更简单一点而已. 

最后要指出，对等价 M 代换法使用不当是初学者容易犯的一种错误.举个最简单的 
例子.例如前面己经有 x 3 + x - x ( x ^ 0 ), 如果在极限计算 

lim K+ - X 3 )_ X =1 

2；— 0 X 

中将分子的 （P + : r ) 用等价量 x 来代替，则得到的结果就是 0 了.当然读者会认为谁也 
不会犯这样的“低级”错误.但实际上发生的错误与这个简单例子在本质上是一样的.从 
无穷小量的阶数很容易理解这类错误的原因.在上面的例子中分母对于 a : — 0 而言是 
三阶无穷小量，而分子的两项，即（ X 3 + a :) 和： r 都是一阶无穷小量，关键在于它们的差 
是三阶无穷小量.上面的错误做法就是用 a : 代替 x 3 + z ， 抛弃了将要起关键作用的: r 3 
项.打个比方，这与计算 

1.001 — 1 一 】 

0.001 

时不能将左边分子的第一项用 1 代替是一个道理. 
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下面举一个在一次考试中出现的错误，即要求极限 


当时的学生已经学过泰勒公式和洛必达法则，但还是有不少学生用等价董代换法做. 

第一种错误是对于分子的两项分别利用 〜: r (x — 0) 和 ln(l + x ) 〜 a : ( a : — 
0 ) 换为等价量 x , 于是分子成为 a : - a : = 0,所以 J = 0. 

第二种错误是利用 〜 x (z — 0)，将分子的第一项换为它的等价量&对第 
二项则用泰勒公式，于是有 


= lim £^ 0 ±£) = li: 

1—0 X 2 



2 


++ 2 )) 


- =2- 

第三种错误是在分子中用 hi(l + a :) 〜 a : (rc — 0) 将第二项换为 X ，于是 



x 2 = i^o ： r 2 ( l + x ) H 2 + : r 3 - 

以上三个答案都是错的，正确的答案是- 1. 错误的根源相同，都是不恰当地应用 
等价&代换法.其实只要从无穷小量的阶数来观察问题就很容易明白这里的困难.将 
rr — 0时的 x 作为一阶无穷小童，则本题中的分母就是二阶无穷小鷇.由于分子中的两 
项的一阶项都是 x , 恰好抵消，因此应当将分子的每一项都写出到 o ; 2 项才行. 

虽然本书目前还没有进入到微分学，但还是可以得到 


一 x(l + x ) 


= lim 


lira 

x—^O 


X 2 


=lim 
2—0 


- (1 - ¥ x)x 
x 2 (l +x) 


=一1， 


一 ln(l 


若利用习题 611( b ) 则还可以得到① 

合并这两个结果就得到 

-^--一 1 + 2 - 1 . 

小结等价遣代换法就是在乘除形式的极限计算中将其中的因子用等价贵代替以 
简化计算.但是在求和的表达式中，不能随意将其中的一项或几项用等价量来代替 


2. 关于复合函数的极限问题（习题 607) 

在本节的函数极限计算中广泛利用了复合函数运算来计算一些比较复杂的极限问 
题.习题607指出这种做法不是无条件成立的.这里我们先回答该习题提出的问题，然 
后对于习题607中的正面结论给出 一些充分性条件. 

①先证明 Ji % < 再作代换 i # 一 1即可.由于这些结果在将来都会成为非常简单的 

结果，这里的从略/ 

⑦回顾习题631中的定理，可见在满足该定理的条件时，在其中求和的表达式中可以用等价量代换来计 
算.注意到其中的项数 n 趋于无穷大，因此这与上面所举的例子是完全不一样的. 
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第一章分析引论 


习题607如果 lim ip ( x ) = 4和 lim jJj ( x ) = 那么由此能否得出 

x—^a x—^A 

lira *0((/?( rc )) = B ? 

考察 例子： 1 a 

z = | (其中 P 和 9 为互素整数， 7>0)， … 工_0， 

♦) = < q q ^(x) = { 

[0, : c 为无 理数； [ O , x = 0; 

并且 x —> 0. 

解 本题己经对于所提的问题给出反例，因此只要验证即可. 

函数即是著名的黎曼函数.对于它的较详细的讨论见 §1.7.3 的习题736.其 
中包含了本题中需要的 lim ^ x ) = 0,这里不另行证明. 

这时 a = 0, ^4 = 0. 此夕卜，由 i 4 = 0就得到 B = lim 2p ( x ) = 1. 

x—M 

然而复合函数 iP ( ip ( x )) 当 a : # 0时有两种可能性.若 z 为无理数，则 cp ( x ) = 0,因 
此 伽( X ))= 少 (0) = 0;若 rr 为有理数，则 ^( x ) ^ 0,因此 伽( X )) = 1 . 这表明复合函 
数 似 X )) 在点 x = 0的任意邻近既可以取到0,也可以取到1，因此当 rr — 0时函数 
伽⑽ 的极限不存在. 

在前面己经遇到过许多例子，它们表明在习题的条件下结论 jim / bOr )) = B 经常 
成立，但目前却有•一个例子表明这个结论也可以不成立，闵此答不一定成立 .口 

下面讲两个问题.第一，为什么会发生上述现象？第二，什么条件下习题中的 
jim = lim ^( a :) = D 能够成立？ 

第一个问题从函数极限定义就可以得到解释. 

考察习题 (507 中给出的那个例子，并为了淸楚起见将外层函数切的自变*改记为 
y . 对于极限 Hm ^ P ( y ) = D 来说，按照极限定义不必考虑函数 rP ( y ) 在点 y = A 是否有 
定义.若 ^( A ) ^定义，这个值也不起任何作用. 

例如习题607的例子中 岭 (0) = 0,而这与 lim 0(2/) = 1亳无关系. 

然而在考虑复合函数在 : r — a £极限时，其中的 办) 完全可能取到>1， 
甚至会在 x - a 的过程中无限多次取到 A 这就是问题所在.若 懒 于?/ = 4处无 
定义，则无 意义； 若 伽 于 y = A 处有定义，则习题607的例子告诉我们 
lim ip (^ p { x )) 未必等于 B = lim #( y ) ①. 

x—^a y—A 

下面讲第二个问题，即在什么条件下会成立以下 关系： 

Um <^( x ) = A , lirri ^ rjj ( x ) = B =4- lim rp ( ip ( x )) = B . (1.41) 

从前面对于第一个问题的分析可以知道，在以下几个条件下 (1.41) 都能够成立. 

①这里可介 绍美国數学月 刊的第82卷 (1975), 63-64 页上与此有关的一个定 理：若 lijji <p(x) = Z 和 
lnn A My ) = B y 那么只有三种可能 性：⑴ 等于⑺等于 rp ( A ); (3) 无意 tliE 明是容易的. 
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(1) i ；( A ) = 即函数 rP 在点 A 处 连续； 

(2) 存在某个5 0 > 0,使得在 0<\ x - a \< S o H ip ( x ) i = A ； 

(3) A = 土 oo , 而 lim ip ( x ) 有意义. 

x—^A 

解释条件 （1) 使得在 Jim = S 中允许 o : 取到 A ; 条件 （2) 使得在 : c — cx 时 

复合函数训(^(0：〉）中的内层 Six ) 不会取到条件 （3) 与 （2) 类似，因为 V { x ) —定是有 
限实数，因此不可能取到土 oo . 

读者如果有兴趣，可以检査前面用到复合函数极限的一些实际例子，看看是否满足 
以上的某个条件.（典型的例子就是从 (1.34) 推出（1.35)-(1.37).) 

3- 柯西命题的推广（习题 608-610) 


这是将数列极限中的柯西命题和施托尔茨定理（即习题 138-141, 143等）从离散推 
广到连续.在学习上述数列极限习题的基础上，就不难解决这里的习题.下面给出前两 
题的解答供参考，其中的方法与习题 138-139 相同. 

习题608证明柯西 定理： 如果函数 /( rr ) 定义在区间 （ a ，+ oo ) 上，而且在每一个有 
限区间 （ a , 6) 上是有界的，那么 

(a) = +”-■】； 

( b ) ㈣ 士 I j^r {f{x) w 〉 0) ， 

其中假定两个等式右端的极限存在. 


解 （ a ) 设 ^ Hm^[/(x + 1) - f { x )} = A , 则容易发现只要对4 = 0的情况作出证明 
就足够了，因为§1$ 0时可以用辅助函数 f ( x ) - Ax 来代替 f ( x ). 此外又不妨设己有 
a > 0. 

对给定的任意 e > 0,存在> a , 当: r 彡 A/i 时成立 \ f(x + 1) — f ( x )\ < 

对 a ; > M l5 取正整数 n = [x - Mi + lj , 则有 n 彡 : r - + 1 < Tz + 1, 也就是 

Mi < x — n + 1 < Mi + 1. 

现在对于 x > M , 时的分式 竿 的分子做分拆并估计 如下： 

X 

/⑻ I 彡 1/⑻ - /Qg - ”1 + …+ l/(x 一 n + 2) - /(X - n + 1)1 + |/(x - n + 1〉| 


X 




|/( x-n + 1)1 




|/( x - n-f 1)| 
X 


由于最后一项的分子中的自变量 x - n +1 G [ MuM , + 1), 而/在任意有限区间上有 
界，因此存在 M > 使得当 z > A / 时有 

m 


X 


< f , 于是也同时成立了 


< £. 


X | 

( b ) 由已经证明的 （ a ) 和指数函数与对数函数的连续性就有 


ln /( x ) 


lim [f{x)\ x — 


lim e 

—♦+00 


ln /( x ) 


=e 


= ㈣ 1)4/ ⑷） = e 

=lim /( ^ +1) . □ 

rr— 十 00 f{X) 

习题 609 证明，如果⑷函数 f(x) 在区间 （ a ，+ oo ) 上 定义； （ b ) /在每一个有限区 
间 a 〈: r < b 上有界； （ c ) ^\\ m ^[ f(x + 1) - /( x )] = +00 ( 或 一 oo )， 那么 

1 ™ /( 工） _ . 一 — 、 


lim 

—^+00 X 


= +oo (或 — oo ) • 


解 不妨设有 a > 0. 

对给定的任意 K > 0,存在> a ， 当 re 彡 时成立 \f(x + 1) - f(x)\ > 2K. ^ 
x > M u 取正整数 n = [x - Mi - 1], 则有 n^z-Mi-fl<n-fl, 也就是 

Mi ^ x — n -f 1 < Mi + 1. 

现在对于 x>M, 时的分式 竿 的分子做分拆并估计 如下： 

/⑷ _ [/( 工） 一 /(X - 1)1 + …+ [f(x 一 n + 2) — /(X — n + l)j + f(x 一 n + 1) 
x 一 x 

> 卜 1 ，2 K - — n + 

〆 a: x 

这时有〗一^ ti ， 又由于上式的最后一项的分子中的自变量 x 一 n _M G 
[MnMi + 1)，而/在任意有限区间上有界，因此存在 M > Afu 使得当 re > M 时有 
|/ _ ( a : -: + ”j <|，且同时成立于是当 X > M 时就得到 

这样就证明了 lim iM = + oc . 

x— ^+00 X 

对于 lim ^• = _ 00 的情况，或者模仿上面的方法，或者令 “00 = -/(4，就 

x—+oc X 

可以归结为己经证明的结论.从略 .口 


习题610及其证明都没有新的内容，从略.读者可以试试看，能否证明它，用以测试 
自己是否已经掌握了前面的方法. 


4. 函数 e 1 的两种表示（习题611， 612) 

习题611将习题69和72的内容从数列推广到函数序列. 

习题611证明 

⑷土 ( 1 + 胥)⑼^卜工+香+…+香）： 6 ' 
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n 


解 （ a ) 用习题71和代入法即有 

lim (1 + 畔 = lim [ (1 + -^Y V = e x . 

n—^oo \ Tl / n—^oc L \ 71 / J 

( b ) 仿照习题 72 的解,引入记号: y n ( x ) = (1 +音)， z n ( x ) = 1+工+ 
n = l ,2,... ? 它们是两个函数序列. ' 

首先证明 { z n { x )} 对任何 a : 值都是收敛的. 

用柯西收敛准则，对于任何正整数 n 和 p , 有 


2 ! 


如 •••+ 




n ! 


z n ^ p ( x ) - z n { x )\ = 




x n+1 


X' 


(n + 1)! 

kl n+1 


(n + 2)! 
|n+2 




X n +P 


T ^ T 2)! 


+ 


(n + p )! 
| a ； l n+ P 
(n + p )! 


(n + 1)! 

= j£l^f 1 + _j£L + … + __!£l!^_ 

(n + 1)! V (n + 2) (n + 2) •. • (n + p ) 

kl n+1 . W . , W : 






(n + 1)! 

I 十 + 1 
(n + 1)! 


r ( 1 + T ^ T 2 T 


(n + 2广 


x 


_ i:r 十 1 


n + 2 

十 2 


(n + 1)! n + 2 - |xj ’ 

其中假设己取 n 充分大，使得 n + 2 > | a :|. 

由于当 n — oo 时上述最后一式极限为 0 (即习题61的^^ f = 0)，因此对给 
定的任意正数 e > 0,存在 7 V ， 当 n > N 且 p 为任意正整数后一式小于&这 
就证明了对每一个 a :， 存在极限 lim z n ( x ) = E ( x ). 

n—^oc 

下面将证明 E ( x ) = e *, 其中的方法与 §1.2.3 的习题72中的方法儿乎完全 相同. 
直接估计函数序列 { 2 / n ( a :)} 和 { z n ( x )} 之差•将 y n ( x ) = (l 4- 令丫 用二项式定理 
展开，其中前两项1+1与〜(0：)的前两项相同，因而抵销，然后与习题72类似地利用 
习题6的伯努利不等式，就有 


Mx) — _l = |f ： 杳 - 亡 杳 (1 - 去 ) •••(: 

k =2 k =2 


k — 


Tl 


)1 


杜 [U …( 卜早 )] 


柯 [1 +㈣] 

k=2 


= ~ini (J-2)! 《 • 五 (㈨ )， 

可见有- y n ( x )\ = 0. 这就证明了函数序列 { y „(: r )} 和 { z n ( x )} 具有相同的 
极限， ^ R { x ) = e x . □ 
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:一章分析引论 

习题612证明 lim nsin(27m!e) = 2 n . 

n—^oc 

解（本题也可放在 §1.2 中 .） 利用习题 72 中的结论，就有 

F+1)! 

将上式乘以 n ! 后，中间是 n ! e 减去一个正整数，而左边为右边为+，由此可见， 
中间就是 n!e - 丨 n!el, 即 n!e 的小数部分.再乘以 2tc 就得到 ^ 

TTH " < 2 兀 ( n!e _ ( n!e 0 < 

当 n > 4时利用 sinz 在[0, 上单调递增，就有 

sin < sin(27tn!e) < sin 警 . 

最后两边乘以 n 并令 n — oo 就得到所求的极限为 2 ti .口 



5. 迭代生成的函数列（习题606, 637-640) 

这是 §1.2 中有关迭代数列的习题81，148 149的继续.其中的规律性需要专门介绍. 
先讲其中与众不同的一道题，所用的方法是柯西命题（即习题 138) 的进-•步发展. 


习题 637.3 设数列 y n 由数列的下列关系式 确定： 

2/0 = ^ o , yn = x n - aXn-1 (n = 1,2, • • • )， 

其中 | o ：| < 1 .设 lirn = ft ，求 lim 

n—♦oo n—^oo 

解设 a 一 0 , 否则不必再讨论.由于 { y n } 的极限已知，我们可以用 { y n } 去研究 
{ x n }. 认为 { y n } 已经给定，然后从: r 0 = ㈧ 和 

x n = ax n ^i - f - j/n (n = l ，2，.“） 

来确定数列 { x n }. 用差分方程的语言来说，这就是一个一阶线性非齐次差分方程.（在 
§1.2.8 的习题148的解3中已经出现了线性差分方程 .） 另一方面也可以将上述方程看 
成为线性迭代，只是每次的 y n 与 n 有关. 

于是就有 Xo = 2 / 0 , xi = ayo + yi ， a：2 = a 2 y 0 + ayi + 1 / 2 , • • • ，一般地用数学归纳法 
可以证明有 

Xn = a n 2/o + oi n ~ l yi H -+ ay n -i +2/ n - 

为从此式证明 { x n } 收敛，可以用柯西收敛准则（参见习题81的解 2). 

下面将采取类似于 §1.2.4 的习题81的解3中的方法.首先，如果 Jim x n 存在的 
话，它等于什么？从 y n = 中令 n 00 就得到 


lira 

n —kx 

第二步，我们直接证明 lim _ 

n— \ 




ba n+i 
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而 | a | < 1，上式右边的最后一项极限为0,因此只要证明以下极限等式 即可： 

lim [ a n (yo - b ) + a n ^ l {yi -*) + ••• + a ( y n _i - b )- {- ( y n - 6)] = 0. (1-42) 

n—too 

下面的方法就是在 §1.2.7 中证明柯西命题（即习题 138) 的方法. 

对于给定的任意 e > 0 ,存在昂，当 n >爪时有^ - b \< e . 固定这个爪，将 
(1.42) 左边的方括号内的表达式记为△„，然后进行分拆处理 如下： 

IAnl = \Q n (yo - b) + a Ti_ 1 (i/i —&) + ." + a(?/ n -i ~b) + (y n - b)\ 

< \oi n {yo 一 b) + a n_1 (yi -&) + ••• + a n ^ Nl (y Ni -6)| 

+ |a n_ ^ 1 - 1 (^ 1+1 一 b) + • •. + a(2/ n -i - ^) + {yn - b)\ 

< l « n |* l (2/ o -6)- i -«" 1 (2 /i + 一 6)| 

+ e (l + | a | + ." + | a | n - Nl ' 1 ). 

由于 W 己经固定，记 M = |( ㈧ 一 6) 十 a — 1 (扒 一 &) + • • • + a 一 〜(〜 一 &)|，则就得 
到当 n > 时有 

背 + e . T = i^p 

由于 M < 1,存在 /V > ATh 使得当 n > TV 时 M • |ap < 于是当 n > AT 时就有 

由于右边的 e 的系数与 e 和 n 无关， W 此这就证明了 lim =0. □ 

n—^oo 

下面我们指出，除了上一题和（与习题148雷同的）习题 637.2 之外，其余的几个习 
题存在统一的规律和解法.（当然它不一定是对每个题的最佳解法 

为简明起见，称 x n+1 = /( x n ), n = 1，2, • • • 为迭代数列，称其中的函数/为迭代函 
数，以下均假设/与 n 无关. 

首先有一个简单但很基本的如下规律. 

命题 1.9 设数列 {〜} 满足迭代公式 〜 +1 = /( x n ), n = 1,2, •…， 且己知有 
lim x n = 若又已知有 

n—too 

lim f ( x n ) = / ⑹， 

n—^oo 

则极限 C 是方程 f ( x ) = z 的根（即 / 的不动点). 

注条件 lim f ( x n ) = f (0 在/于点€处连续时就成立.证明是直截了当的，但 

n— >00 

命题提供了一种方法，即在研究迭代数列时，经常先假设它收敛，看极限会是什么，然后 
再做下去. 如前面的习题 637.3 的解法就是如此.该题中的迭代数列的迭代数与 n 有关， 
因此比上述命题中的问题要复杂一点. 

值得指出，若迭代函数/没有不动点，则从命题 1.9 就推出数列 { x n } 发散. 

在迭代函数为单调时迭代数列的性态很简单，这就是下一个命题，它给出了迭代数 
列的单调性规律的理论依据. 



命题 1.10 设函数/在区间/上单调，数列 { x n } 满足迭代公式 x n+ a = /( x n ), n = 
1，2，...，且 a: n € /， n = 1,2,..*, 则只有两种可能性： 

( a ) 当/为单调递增时， { x n } 为单调 数列； 

( b ) 当/为单调递减时， { x n } 的子列和 { x 2n } 是具有相反单调性的两个单 
调子列. 


这里我们只用图示来解释命题 1.10 的意义，其简单证明可以在 [231 的 §2.6.2 中找 
到.附图中的分图 （ a ) 和 （ b ) 分别对应于命题 1.10 的情况⑷和情况 （ b ). 分图 （ c ) 则表 
明命题 1.9 中的极限《不一定唯一.随着初始条件的不同，收敛的迭代数列可能有不同 
的极限.这只是对/单调递增作出的图.对/单调递减也有类似的结论. 



( a ) ( b ) ( c ) 

命題 1.10 的 附图： 迭代函數为单调时的迭代教列的单调性示意图 


下面用以上两个命题对7个习题作出统一的分析.我们的方法是先作出 f ( x ) 的草 
图，求出它与 y = x 的交点，即得出/的不动点.然后从/的图像的单调性来判断迭代 
数列的单调性.这就是将结果猜到之后（与命题无关地）再写出证明. 


习题606求 lim sin sin -• sin x . 

n—»oo、 — — v / 

n 次 

分析这个题与 §1.2.4 的习题81和下面的习题 637.1 等类似，可以改写为迭代数 
列来处理.定义 rco =工 ， Tn = sinrCn-i (n = 1,2,…），于是迭代函数是/⑻= sinrc . 无 
论吻= 0 ：如何，从 n = 1起 总有〜 € 1，11，而 f ( x ) = sin a : 在该区间上单调递增，因 

此可以从命题 1.10( a ) 肯定 { x n } 单调且有界 ： 从而•一定收敛.细节留给读者 .口 


习题 637.1 设数列由 

X\ = \/a, X2 = 

给出，求 lim Xr *. 

n—>oo 


A ， X3 = 


(a > 0) 


分析如取 a = 2 则就是前面的习题81，只是那里只要证明数列收敛. 

这里的迭代函数是 /( x ) = a ; > 0.命题 1.9 可以用于事先确定极限值，命 

题 1.10 则可以确定数列 { o : n } 为单调递增.具体求解的写法可参考习题81的解3 .口 
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习题 637.4 设数列 { x n } 由下列方式 确定： 

工 0 = 1, x n = x ( n = 1,2,..-), 

求 lim x n . 

n—>oo 

分析由于数列每项大于0,因此迭代函数为 f ( x ) = (x > 0). 由 z = /⑷ 

1十 Z 

求出不动点，记为 C = ^-(-1 + \/5) 0.618). 从命题 1.10 知道本题属于情况 （ b ) (参 

看附图 （ b ))， 即需证 { x n } 的奇数项子列和偶数项子列分别单调，且收敛于同一极限 f 
但本题可以如前面的习题 637.3 那样，在求出€之后直接证明 lim -幻= 0.这 

是因为下面的估计比较 容易： n_ "° 

卜十 Itt^t-TT rh jd x ：； i)ii + ， 击 . 口 

习题 638( a ) 函数序列 { y n { x )} (0 ^ x ^ 1) 由如下方式 确定： 

yi = I ， 2 /n =号 一 -^2- (n = 2,3 } -.-), 

求 lim y n . 

n~too 

分析本题中的自变量工只不过是一个参数，因此前面的两个命题和方法都适用. 
这时的迭代函数是 /( y ) = f - <• 

由初值 m = f 和参数范围0 < x < 1 可以确定 y n ( x ) e [ o , f ] 始终成立，而在 
此区间上迭代函数/单调递减，因此属于命题 1.10 的情况 （ b ). 但是这里用上一题的 
方法更容易 一些. 这就是从2/ = /( y ) 直接解出 2/(： r ) = -1 + vTT ^. 然后证 明对丁 • 
0 < X 彡1上的每个 z 都有 lim ( y n ( x ) - y ( x )) = 0. 以下请读者写出细节 .口 

T1 — ^OO 

习题 638( b ) 函数序列 { y n ( x )} (0 < x ^ 1) 由如下方式 确定： 

2/1 = f > Vn = f + (n = 2,3，")， 

求 lim y n . 

n—♦oo 

分析 .. 此题中迭代函数 /( y ) = f 十 f 为单调递增函数，属于命题 1.10 的情况 
⑷，因此只要证明对每个 a : € [0,11的{如}关于 n 为单调有界就解决了收敛性问题，再 
从命题 1.9 得到极限函数为 Mr ) = 1 + x / d . 当然用上一题的方法也可以成功 .口 

习题 639.1 设 : r > 0, 2/n = y n _ x (2 - xy n - i ) (n = 

1，2，.").证明，如果队 > 0 (i = 0,1), 那么序列如收 

敛，且 lim 2 / n = 士. 

n—too X 

分析这里 X 同样只起着正参数的作用.迭代函数 
为 /( 2Z ) = 2/(2 - xy ). 它的不动点就是 I . 如附图所示， 

这个不动点恰好也是迭代函数/的极大值点. 



习題 639.1 的附图 
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第一章分析引论 


于是从条件 m > 0可推出只能取2/0 € (0,|). 若 y 0 = i ， 则当然就“不动”了•若 

0 < 2/0 < -则就是命题 1.10 的情况 （ a ). 最后，若+ < 2/0 < •，则 2/1 € (0, +), 因此 

与上面的情况相同 .口 

习题 639.2 为了求2/ = v /5 (怎 > 0)，可用 y n = y (2/ n-i + " = 1，2,… ) 

( 2 / o 〉 0 为任意数)，证明 lim =斤. 

f»—CO 

分析若取 : r = l 则就是习题 149. 请参看 §1.2.8 中该题的解法以及后面的两个注. 
注意本题中的不动点也恰好是迭代函数的极值点，因此与上一题有类似的分析 .口 


与上述7个题不同，在下面-题中起主要作用的是关于正弦函数 sinrr 的不等式 
0 < | sinx | < | a :| (x ^ 0). 


习题640为了求开普勒方程 o ： - esiurr = m (0 < e < 1) 的近似解，假设 
x 0 = 771, Xi = m 十 £ sinx 0 ,... ,: r n = m + esinn ^-〗， …（逐步逼近法)，证明存在 
^ = lim x „, 且数《是该方程的唯一解. 

n—>oo 


解这里的迭代函数为 /( x ) = m - hesinx , —次迭代之后就只需要在 [ m - e f m + e } 
上研究/ 了，但其单调性分析不是非常方便.因此下面改用其他方法来做. 

首先看方程解的唯一性.若有 xi , X 2 都满足方程 x - esinx = m , 则将 x iy X 2 分别 
代入,然后将两式相减就得到 


\xi — X2I = £ • | sinxi — sinx2 | = e 


2 sin 


X{ - X 2 
2 


cos 


X\ -f X2 
~2~ 


• \X\ — X2 


由条件 e e (0,1) 可见只能有 a = x 2 . 


用相同的方法可以导出最近两次迭代之差满足以下不 等式: 


kn-f-l ^e-|x n -X n _i| (fl= 1 ， 2 ，".）， 

于是就可以用柯西收敛准则来证明数列 {X n } 收敛（参见 §1.2.5 的习题82 等).具体来 
说，对于任何正整数 p 有 

\ x n+p - x n \ < e | x n + p-i - x n - i | u e n \ x v - x 0 | ^ e n+l . 

其中最后一步利用了 Xo =爪和 l ： r p - m | = |£ sinx p _ i | ^ e . 

由于 0 < e < 1 保证了 e n — 0,因此对于任意的 6 〉0,存在 AT, 当 n 〉 iV 时，对任 
意的正整数 P ， 都成立 | x n+p x n | < (5, 于是从柯西准则知道迭代数列 { x n } 收敛 .口 


注以上方法就是压缩映射原理，可参见 t 23 j 的 §3.4.4 中的介绍. 


这里要指出，命题 1.10 中总结的迭代数列的单调性规律只是迭代数列理论中最为 
初等的部分.其中的主要条件是该数列落在迭代函数的某个单调区间内.如果该条件 
不成立，则情况完全不同.这时的迭代数列会有极其复杂的性态，它就是二十世纪七十 
年代出现的新科学——混沌学——的源头之一.对此有兴趣的读者可以阅读 [23] 中的 
§5.6, 也可以直接阅读这方面的科普读物间和入门读物[外 
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为了让有兴趣的读者能够产生在这方面的一点感觉，不妨举一个在混沌学中最简 
单的例子，看其中会发生些什么，而将它们的证明略去 • 

如右图所示，取迭代函数 y = f ( x )= 4 x (1 - x ), 0< x < l . 

初看起来这个迭代函数只不过是开口向下的一条 
抛物线.它只有两个单调 区间： [0,0.5]和[0.5, lj . 这样 i 
的情况在前面的习题 639.1 (参见其附图）和其他习题 
中都出现过，似乎是平淡无奇的 • 

然而这里的迭代数列则完全不同.若取初值: r 0 G 
[0,1]，然后用 〜 n = l ,2,..., 生成迭代数 
列，则除了工 0 = 0和: r 0 = 0.75 (即图中由 2 / = f ( x ) 和 
y = x 的交点所确定的两个不动点）之外，其他迭代数 

列不可能完全落在/的某个单调区 间内. y = 4 x (1- rr ) ( a ： G [0,1]) 的图像 

下面列出由这个迭代函数生成的迭代数列会具有的一些性态： 

( 1 ) 存在周期为3的迭代数列.这在图上己经画出，即从 x 0 = sin 2 20 ° « 0.0117 出 
发，就可以计算得到= sin 2 40°, X2 = sin 2 80°, X3 = xo , 于是以后就以周期3重复了 • 
这当然是发散数列，并有三个 聚点. 

(2) 引用著名论文①中的第一定理，就知道只要选取适当的初值，就可以生成最小周 
期等于每一个正整数 n 的周期迭代数列.（不动点就是周期1的迭代数列 .） 

(3) 再引用同一论文的第二定理，就知道存在一个不可列数集 S C [0, 1] •在 S 中任 

何两个不相等的初值一 所生成的迭代数列{:^}和之间都具有以下性质： 

ilm \yn - X n \ = 0, lim \ y n - x n \ > 0, 

n—♦oo n — 00 

也就是说它们既会无限接近，又总是会分开.这样的性态可称复杂了.在混沌学中的第 
一个可操作的混沌定义即是以此为主要依据而产生的. 

(4) 只要在取初值: r 0 时避开[0，〗1中的一个可列集（包括0,0. 75 等)，则所生成的每 
一个数列 { x n } 就会在区间[0，1】内处处稠密，于是其聚点全体就是区间 [0,1]. 这种“遍 
历性”是与收敛性截然相反的性态 • 

最后应当指出，就迭代函数为 f ( x ) = 4 x (1 - x ) 来说，对以上各点作出严格证明还 

是比较容易的，然而如果讨论更为-般的抛物线映射 

/ Or ) = 6 x (1 - a :)， 0彡 x ( 1，0 < 6 < 4， 

即带有参数 6 G (0,4 j 时，则问题就要复杂得多.对于它的研究已经包含着离散动力系统 
的许多基本内容.这也就是参考文献 [9] 《从抛物线谈起》的书名的由来 • 



① T . Y . Li (李天岩)， J . A . Yorke , Period three implies chaos , 美国數学月刊，第 82 卷（1975)， 985-992 
页. （中 译文： 周期3蘊含浑沌，數学译林，第8卷（1989)，第3期， 211-218 页 .） 




§1.6 符号 0( 习题 645-661) 


内容简介在这一节中对大0,小 o , 等价记号〜等给出定义，并提出了等价量代 
换法.如前所说，这种方法的大童应用实例就是上一节的极限计算题.本节的习题数量 
很少，其中也只有最后一题（习题 661) 有一点困难，因此下面只举少量的例子来说明其 
中的问题. 

在新版中增加了一个符号 O' 即当 x € C/ a (re _ a) 时 rP(x) ^ 0,且存在有限的 
时，记为 

cp(x) = 0*(rp{x)) (x —a). 

与大 O 记号相比，在 Wz ) 和 rp { x ) 为关于 x 一 a 的无穷小量（或无穷大 fl ；) 时，：= 
表明二者为真正的同阶无穷小量（或无穷大量)，而 cp ( x ) = 0(^( x )) 只表明 
^ p ( x ) 的阶数不低于（不高于） 少 ( x ) 的阶数.例如 

x 3 = 0(x 2 ) (x — ♦ 0 ) 

是正确的，但 a : 3 = 0-( x 2 ) ( x -0) 是错 误的. 同样， 

x = 0(x 2 ) (x —♦ +oo) 

是正确的，但 x = 0*{x 2 ) (x +oo) 是错误的. 

对于以下习题中将大 O 称为同阶都应当作以上理解. 

此外，我们还经常用 O ⑴代表（关于某种极限过程的）有界量，用 o ( l ) 代表无穷小 
显.这些记号中的大 O 和小 o 与一般的定义完全一致. 


第一个习题用具体的几何图形给出了非常具体的无穷小量的例子，而且具有从一 
阶到三阶的不同阶数，这对于理解抽象的数学概念很有帮助. 


习题 645如附图所示，设中心角 AOC = x 是一阶无 
穷小量，确定下列各个量的无穷小的 阶数： 

⑷弦 

( b ) 矢 CD \ 

( c ) 扇形 AOB 的 面积； 

( d ) 三角形 ABC 的 面积； 

( e ) 梯形 ABB ^ i 的 面积； 

( f ) 弓形 ABC 的面积. 



习题645的附图 


解本题只要写出有关量的表达式后即可求出阶数，答案如下.（其中 = = 

OC = OB.) 

(a) 弦 AB = 2i?sin ~| ■〜 itr (re — 0 )， 为一阶无穷小 fi . 

( b ) 矢 CD = « - iicos I ■〜 R •士 •夸 = 普: ^ (x 一 0) ，为二阶无穷小量. 

( c ) 扇形 AOB 的面积是 \R 2 x, 为一阶无穷小量. 
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(d) 三角形 ABC 的面积等于三角形 OAC 和 OBC 的面积之和减去三角形 


的面积，也等于弦 AS 乘矢 CD 除2: 

2 - yfl 2 sin-|- - yi? 2 sinz = i? 2 sin - i? 2 sin cos 



/Z 2 sin |(1 - cos 号 ) 



〜 -^- x 3 (x - 0), 


为三阶无穷小量. 

( e ) 梯形 ABBiA , 的面积等于 + A ^ B^x CD , 即是 

寻 (2 sin 号 + 2 tan 号) ./^ l - cosl ") 〜誓 " ir 3 (rr — 0)， 

为三阶无穷小量. 

( f ) 弓形 ABC 的面积是 \ R 2 x - 去 i ? 2 sinx ， 为三阶无穷 小贵. 

这里可以利用在 §1.5 的命题 1.8(1) 中已经证明的不等式 

0< <| (0<x<f). 

这样就已经有 x - sinx = 0( x 3 ) (x 0), 即至少是不低于三阶的无穷小景.在今后我 
们将会证明有 


lim 

x —^0 


x - sin a: 




从而就可以说，当 X — 0时工- sinx = 0*( x 3 ) (x — 0)，即恰好是三阶无穷小量 • 


□ 


下面对于等号两边出现大0和小 o 记号的等式作一点说明.这里要注意，它们不是 
普通的等式，而经常称为渐近等式，又将导出这类等式的分析称为渐近分析，因为它们 
反映的是在极限意义上的关系式.在一般情况下这类等式只能从左往右读，而不能反方 
向读.例如等式 

o(l) = 0(1) 

的意 思是： 关于某个极限过程的无穷小量一定是有界量.这确实成立.关于数列这是收 
敛数列的有界性定理的特例，关于 ： T — d (设 d 为有限数）的极限过程，这就是函数于点 
a 有极限则一定在该点的某个去心邻域上有界的特例.然而上述等式不能从右往左读， 
因为有界量当然不一定是无穷小量. 

下面给出习题646中两个小题的解答.其中设 o ( f ( x )) 是当 : r — a 时比函数 f ( x ) 
有较低阶的任意无穷大量，而 0(/( x )) 是当 a : — a 时与函数 f ( x ) ( f ( x ) > 0) 同阶的无 
穷大 fi . 此外为简明起见，总是假设分母上的函数非零. 


习题 646(b) 证明： 0( o ( f { x ))) = o (/( x )). 

解设 = o (/(: c ))， 即有 jirp a ^ = 0 ,又设 = 0( g ( x )), 即存在 M > 0, 

Hx ) 


(5 > 0,使得当 0 < — a | < d 时成立 

在 0 < |x - cz | < (5 时有定义. 




< M . 不妨设 (5 > 0 己经充分小，使得/ 



于是在0 < b - a | < (5 时就可以如下估计 

斟=将樂⑽•慰 一 O ( x - a )， 

/W ^( x ) I /( x ) f ( x ) 

这就表明 h { x ) = o ( f ( x )) {x a ). □ 

习题 646( c ) 证明: o ( 0 ( f ( x ))) = o ( f ( x )). 

解设夕⑻ = 0(/( x )) 关于: r — a 成立，即有 M > 0 和 J > 0,使得当 0 < | x - a | < 
^ 时有 |_| < M ， 又设有 A ( x ) = o ( g ( x )) (x - a ), 即有 ^ — 0 (rr — a ). 

于是在 0 < b - aj < <5 时可以估计 如下： 

这就是 h ( x ) = o ( f ( x )) (x a ). □ 

注虽然在习题 646 的题意中说明它是对无穷大量来讨论的，但从上面的证明可见 
这些等式对于无穷小量也同样成立.此外，这两个题最后都转化为有界量与无穷小量的 
乘积仍为无穷小量，即 0(1). o ( l )= 0(1). 

下面是关于一些具体函数的渐近分析，我们只对其中涉及对数函数的习题给出解 
答. 

习题 650( d ) 设工 — +0,证明 •• ln:r = o (^ r ) (e > 0). 

解当 a : — +0时 lna : 和+都是无穷大里.如果取这时的|为（标准的） 一阶无 

穷大凰，而称 jr = 为^阶的无穷大麗，则本题表明这时的 lnrr 的无穷大 鳜的阶 

数一定低于任正数/ (但并不能对于 a ： — +0时的无穷大量 In z 确定其阶数.〉 

令< = — lnz ， 即有 a : = e ' 于是有 a : — +0 6 — +oo •于是就有 

= x Mnx = _ 1 — = 一 - L 

X mX (外 a fc, 

其中 a = # > 1. 下面只要用 §1.2.2 的习题60即可证明= 0. 

为此取 t 的整数部分闲，则 [ t )^ t < [ t ] 4-1,因此有 

利用 lim - = 0 (a > 1), 可见对任意的5〉0,存在 7 V , 当 n > TV 时有0 < 

n—>oo d 

<(5. 于是当 OiV 时也就有 0< < 5 . 这就证明了 lim - V =0, 也就是 

a a 1 t-^+oo a 1 

lim x e \nx = 0. □ 

rc—+o 

注 1 类似的习题在 §1.5 中有习题 591( b )， 其中取 e = l . 

注2若观察这时的无穷小量•^与# 0) 的比较，则就得到习题654中的 
结论，即 hTT 是比任何#卜 > ⑴还要低阶的无穷小量. 


1劁 


9 ^) 


1.1 激⑽ 


"㈤ 


0 (x a), 
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习题 651( e ) 设 a : — + 00 ,证明： ln:r = o { x e ) (e > 0). 

解当 i — + OC 时 lnx 和 f 都是正无穷大童.如果取这时的 a ; 为（标准的）一阶 
无穷大量，而称 rc e 为 e 阶的无穷大量，则本题表明，这时的 Inx 的无穷大量的阶数一定 
低于任何正数 e . (但并不能对 X -.4-0 C 时的无穷大童 lnrr 确定其阶数 

令 lnx = «，则 : r = ¥，以下证明可模仿上题来做.或者也可以令 y =\ 于是有 

X 

\nx _ lny 
^ 一 - T - ， 


且 : c — +00 ㈡ J / — +0,因此问题已经归结为上题 .口 

习题653, 655-658 是一系列确定无穷小量和无穷大量的阶数及其主项的计算，它 
们完全依赖于 §1.5 中的极限计算.下面只举一个例子以说明如何解此类问题，它同时也 
是对于 §1.5 中有关极限计算的复习. 

习题 653( c ) 设 re — 0,将函数 /( x ) = V / T r ^ - 分出形如的主项 

( C 是常数)，并确定其相对于变景2：的无穷小的阶. 

解 利用 §1.5 中的命题1.7,即公式（1.300,就得到 

(1 - 2 x ) 2 = 1 - x — 音 (2 z ) 2 + o ( x 2 ) = 1 一 x — ~ x 2 + o ( x 2 ) (x — 0)， 

(1 - 3 x ) 3 = 1 - x — 吾 (3 x ) 2 + o ( x 2 ) = 1 一 x - re 2 十 o ( x 2 ) (x — 0)， 

于是就得到 

lim 卑 = lim 

x—^Q x —^0 

[1 一 x — Y x2 + 0( 工 2 )1 - [1 - X - a: 2 4 - o(x 2 )] 

= i ^0 - ^ - = T > 

即得到 /( a ：) 〜 \ x 2 (x — 0)， 它在: r — 0 时是二阶无穷小 M . 口 

注从无穷小量的阶数分析就可以知道关键在于应用命题 1.7 写出二阶项，并由此 
知道 f ( x ) 为二阶无穷小童，从而只要计算/( X )除以 o : 2 的极限即可求得主项. 

当然如 §1.5.4 中关于无理函数的极限计算所说，这里也完全可以用初等代数来做， 
读者不妨一试. 

下面是本节的最后一题.它表明，不存在增长速度最快的无穷大量. 

习题 661证明，对于任意给定的函数序列 

,1 ⑷， M 工) ，… ，/n ⑷，… （ X 0 < T < +00 )， 

总可以构造一个函数 /( a ;)， 当 : T —+ DO 时，它比函数/以 ㈡ ( n = 1,2,--) 中的每一个 
都增加得快. 
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，一章分析引论 

解（分析法）本题的目的是根据给定的函数序列 {/ n @)} 构造一个函数/&)，使 
得对于 每一个 n 成立 



可以设想，如果给定的是有限个函数 A ， •…， 八，那么只要简单地令 

fix) = X - ( max {|/ i ( x )|, ••- , \fk(x)\} + 1), 

问题已经解决.（当然这时的方法很多，读者不妨自己考虑其他合乎要求的 /.) 

现在作一个跳跃，即对于给定的无限多个函数 { In }, 采用分段构造方法来定义合乎 
要求的 /. 为简明起见，不妨将题中的定义域改取为 [1,+ CX )), 然后定义 

f{x) = n . ( raax {|/ L 0) l ，...，|/ n O )|} + 1 )，n 彡 a : < n + 1 ( n = 1，2，...）. 

于是其中的 n = [ xj , 即自变量 a : 的整数部分. 

这时对于每一个 / n ( x ), 可以如下计算 A 与/之比的绝对值当2： — +oo 的极 
限.由于当 x > n 时有 [xj 彡 n , 因此有 \ fn ( x )\ <： max {|/ i ( a :)|, ••- y \ f [ x ]{ x )\}, 又利用 
a ; - 1 < [ rr ] < a :, 于是有 

_ \ fn ( x )\ _ r 1 . 1 

[ x ].( max {|/ 1 ( x )| r .. J / W ( x )|} + 1) < W ^ T ， 

可见满足要求 lim =0 .口 

s — 十 oo f ( X ) 

注在 / 的定义中对于 maxd / XaOl ，... ， |/ w (: c )|} 还要加上1,这样可以保证对于 
任何 {/ n (4}， 所构造的 /( x ) 都满足 lim /( rr ) = + oo . 

x—♦4-oc 


徽- 
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§1.7 函数的连续性（习題 662 - 758 ) 

内容简介 连续函数是数学分析中最重要的函数类.本节在函数极限的基础上为 
连续性概念、不连续点（即间断点）分析直到连续函数的局部性质和整体性质提供了大 
量的习题.本节与后面的 §1.9 一 起构成学习连续函数的主要模块. 

有几个较难的习题放在最后的补注小节中讨论. 

1.7.1 连续性的定义（习题 662-674) 

连续性可以说是在数学分析中最为直观和最容易接受的数学概念之一.本节的第 
一 个习题就从几何直观开始. 

习题662给定连续函数 2 / = f ( x ) 的图像，对给定的点 a 和数£ > 0,用几何方式 
指出存在数5 > 0,使得当 |z - < 5时，有 |/( x ) - f ( a )\ < s . 

解如附图所示，在其定义域上处处连续 
的函数的图像是一条（在通俗意义上）连续而 
不间断的曲线.下面观察函数/在点 x = a 处 
的连续性的儿何意义. 

为此先解释连续性定义中的两个不等式 
的几何意义.不等式 | a : — a |<(5 即 a — (5< x < 
a + 几何上就是要求点 ( x ,/( x )) 落在两条平 
行的垂直线 x = a - (5 ^flx = a + 5 之间 • 

同样不等式 |/( x ) - /( a )| < 5就是要求点 ( xj ( x )) 落在两条平行的水平直线 
y = /( a ) 一 e •和 y = /( a ) -\-e 之间. 

于是 / 在点 a 的连续性的几何意义就如附图所示，即在给定了上述两条水平直 
线?/ = /(a) i £之后，是否存在以点 (a,/(a)) 为中心的一个矩形（在图中的灰色长方 
块)，使得曲线 y = f ( x ) 从左右两侧穿过这个 矩形. 这个矩形的左右两边的方程就是 
x = a 土 (5. 

从几何上看这样的矩形显然存在，至少只要取 ( T 充分小时总能满足条件.还可以看 
出，如果曲线在点 ( a , /(a)) 邻近比较“平坦”，则5可以取得 大些; 而当曲线在该点邻近 
很“陡峨”时，则 J 可能要取得相当小才能使得曲线穿过矩形的左右两边，而不是穿过矩 
形的上下两边. 

用数学语言来说，即当 a -5< x< a + (5 时，要求点 （ x ，/( x )) 属于集合 

{ (工， y ) | |x - a | < 6 y \y - /( a )| < e }. □ 

注仅仅看以上一张图是不够的.建议初学者用 f ( x ) = I 在点 : c = a # 0的各种 
情况自己作图以观察对于不同的 e > 0如何（从几何上）寻找合乎要求的5 > 0. 此外还 



a — a + <5 
习題662的附图 
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需要对于不连续点的情况（例如符号函数 sgnx 在点 a = 0处）作图，以观察为什么这时 
对于充分小的 e 来说，满足上述几何要求的^>0是不存在的. 

下一题我们从分析上来解答，但实际上其中的每一步也有几何背景. 

习题667设 f ( x ) = ^,e = 0.001，对点 a : 0 = 0.1,0.01,0.001,-• 分别求最大的 
正数5 = 6 ( 6 , x 0 ), 使得当 x 0 | < 5时，不等式 \ f { x ) - /( x 0 )| < e 成立. 

是否可以对 e = 0.001，取这样的 6 > 0 , 使得对区间（0, 1) 上所有的吻都合适，也 
就是，对任意的: Cq € (0, 1 )，只要 |x - a : 0 | < J ， 都有 |/( x ) - f ( x 0 )\ < el 


解从邱= 0.1 开始.将绝对值不等式改写为等价的两个不 等式: 


X 


0 •: 


< 0.001 


10 - 0.001 < — < 10 + 0.001 


就可以解出 


0.09999 < 2： < 


10.001 

由于左右两点到 x 0 = 0.1 的距离分别为 


9.999 


« 0.100 01 . 


10 10.001 100010’ 9.999 10 99990’ 

因此对于 rr 0 = 0.1 和 e = 0.001 的最大可能的 (5 是上述两个数中较小的那 一个， 即有 

__) = W ^ 1(pS ). 

代#对于仰= ().01,0.001 等的讨论，我们考虑对于任意点> 0的答案，它不仅 
可以解决抑为上述两个点的情况，还可以复核一下一般答案在邱= 0.1 时与上面的答 
案是否相同.其中 e = 0.001 不变. 

这时只要求解以下两个不等式 


于是可解出 




+ 0.001， 


最后得到 


1 OOOxq 
1 000 + xq 


<x < 


1 OOOrgQ 
1000-rco • 


6 = min{xo — 


1 OOOxq 1 000xq 


一工 o }= 


A 


1 000 + x 0 ^ 1 000 - x 0 1000 + xo . 

对于仰 = 0.1 就得到上面己有的结果.对于 a：o = 0.01 和 0.001 则有 


6 ( 0 . 001 , 0 . 01 ) = ^^ = 


10 


1000.01 10000100 

5 ( 0001 ， G •⑻ D = Tmm= rood(ioi 000 。 10 一 9 - 

最后，从上述（对于 x 0 >0得到的 ）(5 的表达式可以看出，在 e = 0.001 时，要求同时对 
所有点: to 适用的正数 <5是不存在的.实际上这时有 

^ 1000 + xo - 0 001x o (吻一 +0)， 

它是二阶无穷小量.当: to 充分小时，5将小于事先给定的任何正数. 

当然也可以用反证法独立回答本题的后半题.读者可以试试看.这里从略 .口 
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习题668用语言，正面论述下面的 结论： 

函数 f(x) 在点: to 上有定义，但在这_点处不连续. 


解不连续就是连续的否定.因此本题就是要求对一个否定性的结论作出正面论 
述，也就是在论述否定性的结论中不使用含有任何有否定意义的词汇. 

这类问题在 §1.2 已经遇到，这就是习题 87. 请读者参考本书中对此题的解答和该 
题后的注，特别是其中提出的对偶法则.有兴趣的读者可以参考 123] 中专门为此而写的 
§1.4. 

利用对偶法则，我们将连续和不连续分别正面表达 如下： 
f(x) 在点: ro 连续： 

<=> 对任意 e > 0, 存在 6 〉 0, 当 o: 满足 |:r 一 抑 | < J 时，有 |/(x) - f(x 0 )l <£； 
f(x) 在点 x 0 不连续（假定/ 在点 x 0 有定 义)： 

存在印〉0,对任意5〉0,存在 x 满足 |x - rr Q | < (5,但却有 \f(x) - f(x 0 )\>e 0 . 

由于对偶法则在反证法中往往会用到，希望读者重视 .口 

接下来的一组题完全是概念性的题，它们对于真正理解连续性概念很有帮助.读者 
可以将它们作为测试题来使用，即看自己是否明白了连续性概念的真正意义.下面主要 
是用普通语言对问题进行分析，供读者参考. 

习题669设对某一些数 e > 0 可以找到相应的数 5 = S(e y xo) > 0, 使得当 
> 一： r 0 | <5 时有 |/(o:) — /(:r 0 )|< e . 

如果 

(a) 数 e 组成一个有限 集合； 

( b ) 数 e 组成二进制分数 e = (n=l,2,...) 的无限集合， 

那么是否可以判断函数 f ( x ) 在点 xo 处是连续的？ 


解（概要 ）（ a ) 不能.因为在连续性定义中的 e > 0必须要能够取到任意小，仅仅有 
限个£>0是不够的. 

( b ) 可以.因为任意给定一个 e > 0之后，只要取充分大的正整数 n ， 就能够满足 
0< <e. □ 

习题670己知函数 

f(x) = x 4- 0.001[ x ]. 

证明，对每一个 e > 0.001, 可以选取一个5 = S ( e , x ) > 0,使得当| 〆 - x | < 5时有 
|/( 〆 ） — f ( x )\ < 6,而当0 < e < 0.001 时则不能对一切 re 作如此选取. 

在哪些点上这个函数的连续性被破坏了？ 


分析由于给定的函数很容易从几何上观察，因此还是先回答最后一个问题为好. 
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从取最大整数函数 [rr] 的定义知道，其图像是在每个长度为1的区间 [n,n+ 1) (其 
中 n 取所有整数）上等于 n 的分段常值函数（见 §1.7.2 中的习题685的附图).于是每个 
整数点 x = n 都是函数 y = [a:] 的不连续点，其跳跃度（即该点的右极限减去左极限）为 
1. 将它乘以 0.001 再加到直线 y = z 上去（参见附录一的习题 330( a ) 的图像叠加运算)， 
显然原有的不连续点仍然是不连续点，只是跳跃度减小为 0.001. 

于是就容易理解当 e > 0.001 时，对于每个点2：，只要5〉0充分小，就可以使得当 
\x f - x\ < S 时满足 1/(3 ：’） 一 /(x)| < £. 

反之，若0 < e < 0.001，则对于 a : 为整数的点来说，这样的 6 > 0 是不存在的.但是 
对于所有其他 的点： c ，由于/在该处连续，因此仍然存在这样的5 .口 

习题671设对每一个足够小的数 S>0, 都存在 e = e{5 y x 0 ) > 0,当卜一 z 0 | < 5 
时便有不等式 |/0 r ) - f ( x 0 )\ < s. 由此能否推出 /( z ) 在 x =邱处是连续的？用上述不 
等式可以描述函数 f ( x ) 的什么性质？ 


分析这就是说将连续性定义中的前两句话中的 e 和5的地位对换，即由 i 来确定 
e , 其余不变，判断它是否还是连续性的定义. 

只要注意到原来给定的任意 6 > 0 的关键之处是它可以取到任意小（见前面的习题 
669), 而目前这样修改之后，只要存在即可，由此可见这与连续性定义毫无关系. 

例如，对于前面提到的跳跃度为1的取最大整数函数2/ = [: r ]， 只要取 e = 2,就适用 
于一切 J > 0和 xo 了.特别是对于满足 \ f ( x )\ < M 的任意有界函数，只要取 e = 2 M ， 
则 |/(: r ) 一 f ( x 0 )\ < 2 M 对任何 尽邱 都一定成立，连 J > 0是否足够小和 |x - x 0 | <5 
也无需考虑. 

因此这样改动之后根本不是连续性的定义. 

那么这样修改后的定义描述了函数的什么性质呢？从前面的 /( a ;) = M 可见不是 
有界性.可以看出，这个定义表明，对于点 x 0 , 存在一个邻域，使得该函数在这个邻域上 
有界，也就是函数在点 xo 处局部有界 .口 

习题67 2 设对每一个数 e > 0,都存在这样的数 (5 = 6 ( e , x 0 ) > 0,只要 |/( rr ) - 
/(^ o )| < £,便有 - 刎 < 5. 由此能否推出 /( x ) 在 a : =抑处是连续的？这些不等式 
描述了函数 / Or ) 的什么性质？ 


分析这是从对于函数值的限制来导出对自变 S 的限制.它当然不是什么连续性 
的 定义. 例如前面的函数2/ =[斗若0 < e < 1，则统一取5 = 1就满足要求了.对更大 
的 e 也能够取到相应的5 (请读者验证). 

那么这究竟描述了/的什么性质呢？首先可以看出，这表明在/的值域中的点 
的每个邻域的原像是有界集.这在/的定义域有界时是多余的话.若/的定义域 

无界，则当 b -xol^d 时有 \f(x) - f(x 0 )\ 彡 e . 由于 e 〉0可取为任意大的正数，可见 
这就是 lim |/( x )| = + oo . □ 

|x|—+oo 
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习题673设对每一个5 > 0,存在数 s = e (5, 吻）> 0,使得只要 |/( x )- f { x 0 )\ < 
便有 |:r - o ; 0 | < &由此能否推出 /( x ) 在 ：r =抑处是连续的？这些不等式描述了函数 
f ( x ) 的什么性质？ 

考察 例子： 

{ arctanx , z 为有 理数； 

K - arctanx , x 为无 理数. 

分析容易看出，在/的值域中 f ( x 0 ) 的原像是唯一的.否则，如有 A /利，使得 
/(xO = /( x 0 ), 则只要取0 < (5 < In -： ro | 就找不到合乎要求的 e . 

但这不是函数/在点 xo 处连续的条件.例如，符号函数 sgn ( x ) 在其不连续点 
xo = 0处就满足这样的条件.无论对什么 <5 > 0,只要取0 < e < 1，就使得当 
| sgn ( a ;) - sgn (0)| < e 时，只可能有 x = 0,因此当然满足要求. 

那么这样修改后的条件有什么意义呢？ 

如果函 数?/ = f ( x ) 在点卻 的一个邻域内存在反函数 ：c = fD ， 则上述修改后的 
条件就表明这个反函数在点 2/0 = f ( x 0 ) 处连续. 

然而这样的反函数未必存在.举个例子.将习题302中的函数（参见附录一中该题 
的图像）改造一下，定义 

{ x(l 4- sin 丄 )， x ^ 0; 

V x ) 干 

0， x = 0 , 

则在点 a : = 0处就满足上述修改后的条件.但可以（用微分学很容易）证明，这个 /(： r ) 
在点 o : = 0的每一侧的任意邻近都不是单调函数，反函数不存在. 

若允许考虑多值的反函数，又将连续性定义推广，则上述修改后的条件就表明多值 
反函数在点 y = /( x 0 ) 处连续.（这个多值反函数/― 1 在 y Q = f ( x 0 ) 处是单值的 .） 
在习题673中作为例子提出的一个函数则说明了不 
同的问题.从其定义可见，该函数的定义域是整个实数 
轴，然而其值域就相当复杂.从/的定义来说，它由两个 
不交的集合组成.第一个集合是 arctanx ， 其中 o : 取所有 
有理数.第二个集合是 1C - arctanx , 其中 : r 取所有无理 
数.在右边的附图中作出了该函数的图像，其中的两条 
曲线只是示意图.它们都不是“连续”曲线，而是由处处 
稠密的无限多个离散的点组成的. 

由于/实现了定义域到值域的 一一 对应，因此存在反函数，从而满足本题中修 
改后的条件，这就是说这个反函数处处连续.只不过由于这个反函数的定义域是在 
(一 f ，|)内的处处稠密却不含有任何—个区间的集合，因此这样的连续性与我们的 
直观概念是完全不同的 .口 


4 

y=37t/2 

•，•、••• 

•••• 

V=Jt/2 

•••••• 

o 


../ 

X 


u=—7l/2 


习題673中一个例子的附图 









习题 674 含有 8 个小题，内容是证明一些简单函数的连续性.下面只给出其中最后 
一题的解答. 

习题 674( h ) 用 e-d 语言证明函数 arctanx 的连续性. 

解1利用 y = arctanx 在定义域（- oo , 十 oo ) 上为严格单调递增函数，且有 
y (± oc ) = 土 f ,则可证明如下（参看附 图). 

任取吻，记 yo = arctan x 0 . 不妨 y 

取 e > 0已充分小，使得邻域 O e ( y 0 ) C . : -…- = 

(-14 )，也就是有 


—-y < yo — £ < yo < yo ^ ^ 


Xl To 


o 。、 i/u \ i/u I I 、 9 • / 1 、 

乙 ^ Xi=tan\j/o —£) 

由于 2 / = arctan 严格单调递增，因此 —.. x . 2 ^^°. t £) . 

是 ㈤ ，抑）到 OM 的双射，其中 P= _ K/2 

X \ = tan(yo 一 芒)， x 2 == tan(yo e ). 习題 674(h ) 的附图 

于是只要取 5 = min{xo — xi,X 2 — xo}, 就保证当 |x ― xo \ < (5 时有 | arctan x — 
arctan xq \ < e . □ 

解 2 利用三角函数知识可以写出更为具体的结果.首先，从 W < f 时成立 
|x | 彡 | taiix|, W 此有 [ arctanx| ^ |x|. 这己经保证了 y = arctanx 在点无 = () 处连续, 
按照定义只要对于 e 取 (5 = e 即可. 

现在考虑功/ 0. 不妨先限制 x 满足 | a : - xq | < |抑|,于是 x 与 z () 同号 • 

利用正切函数的差角公式，就有 

tan(arctan x — arctan xo) = i + . 

根据反正切函数的定义，若 |：r - 2 ；。| <晉，则上式右边也小于号，因此就可得到 

X — Xn 

y — y Q = arctan x — arctan xo = arctan xa ： (T # 

记 2/o = arctan a; 0 , 于是对 2 / = arctan x 就有 

|y _ 如 | = I arctan f：^ 卜 I •卜 N - z 0 |. 

因此对于 O 0 只要取 (5 = min {| xoi,f ,£} 即可，这样就证明了反正切函数处处连 
续 .口 

注在一般的教科书中，反正切函数的连续性可以用反函数的连续性定理推出•这 
个定理是说，在区间上有定义的严格单调连续函数的反函数存在且连续.于是反正切函 
数的连续性归结为正切函数在上的严格单调和连续性. 


+ XX0 


1.7.2 连续性分析与作图（习题 675-733) 

这里的习题是求出函数的不连续点并判定其类型，然后再结合 §1.4 中的作图知识 
作出函数的图像. 
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下面只对部分习题给出答案供参考，其中有常见的函数: rsinsgiix, ㈣ 等. 

习题 678 研究下列函数的连续性并画出它们的几何 图形： 

(a) 当: r / 0 时 h ( x ) = 1^1，/!(0) = 1; 

(b) 当 a; / 0 时 h ( x ) = / 2 (0) = 1. 

解参考 §1.4.2 中习题 304 的附图，并利用极限 lim ^ = 1, 即可解答并作图如 

x —>0 X 

下. 

⑷利用 §1.7.3 的习题 746 (即从/连续推出|/|连续）就知道函数力处处连续. 

(b) 同样可知在 x # 0 时处处连续.由于有 / 2 (+0) = 1， / 2 (0 -）= — 1, 因此 rr = 0 
是第一类不连续点，跳跃度为2 .口 




⑷ 


习題678的附图 


(b) 


习题680研究下列函数的连续性并_出它的几何 图形: 
x sin , /(0) = 0. 


当 ： r / 0 时 f ( x )= 


解这是在数学分析中的常用函数.从定义可见/处处连续.又从 



可见有水平渐近线 y = l .口 




习题680的附图（右分图是左边的图像在原点附近的放大) 


习题684研究符号函数 / Or ) = S gnx 的连续性并画出它的几何 图形: 
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解 


根据定义 sgnOr )=： 



第一类不连续点，跳跃度为 2. □ 


x > 0^ 

x = 0, 可见 x = 0 为 
x < 0, 



习題 684 的附图 


习题685研究取最大整数函数 /( a :) = ㈣ 的连续性并画出它的几何图形. 


解根据定义， f(x) = [ x ] 是分段常值函数.对于每一 
个整数 n€Z ， 当 xejn ， n+l) 时，有 

/(x) = [x] = n. 

由此可见 f(x) = [x] 在任何非整数点上总是连续的. 

对于 : co = n € Z ， 有 /(n + 0) = f(n) = n, /(n 一 0)= 
n - 1, 因此每一个整数点都是第一类不连续点，右连续，跳 
跃度为 1 .口 



习题690求函数王 丈 -^± 1 - 的不连续点，并指出这些点的类型. 

x - 1 一 7 


解从定义可见，除了 0： = 0,1， -1 之外，函数 2/(: r ) 都是连续的. 


根据函数极限定义，在讨论 lim yOr ) 时自变景 : r # a ， 因此可以将函数的表达式简 

I—a 

化为 


这样就可以得到 



:( 工+ 1 ) 一 
1 - 
(x — l)x 


X — I 
X + 1 



lim j / = 0， lim y = 

X—♦ —1 


OO. 


这表明 07 = 0,1 是第一类不连续点中的可去不连续点，而0： = -1是第二类不连续点中 
的无穷大型不连续点 .口 


习题717研究函数 = 的连续性并画 

出它的草图. 


解函数在 :r = 0没有定义.由于 y = 
+ oo , 因此: r = 0是第二类不连续点中的 g 穷型不 
连续点.又求出 ^ liin ^ y = 0 , 以及 Jlirn^y = 1,然 

后再考虑到函数 US 的单调性，就出草图. 



若补充定义 2/(0) = 0,则在点 x = 0处右连续.如附图所示, 2/二1是水平渐近 
线. 函数在 （- oo ,0) 和 (0,+ oo ) 上分别都是严格单调递增的 •口 
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注实际上，本题的图像与附录一的习题 279(c) 的图像只差一个关于 y 轴的反射， 
即只要将: r 换为- z 就可以得到.此外，在本题图像的 x >0 部分还有一个不易察觉的 
拐点 （ | ， e_ 2 ) & (0.5, 0.1353), 这在 §2.8 学习了函数的凹凸性后是容易计算的. 


1.7.3 连续函数的局部性质 (习题 734-747, 749-750) 

函数/在点吻连续是函数的一种局部性质，即只与函数在点邱的任意小的邻域 
中的性态有关.本小节收入（除了上一小节中的不连续点分析之外 ） 只与连续函数的局 
部性质有关的一些习题. 


下一 个习题表明，在习题234中引入的狄利克雷函数（即在有理点处取1而在无理 
点处取0的函数）虽然不是初等函数，但只要利用极限运算就可以有分析表达式. 

习题734证明，对于狄利克雷函数 

x(^) = lim { lim cos n (7cm!a;)}， 

m—^OQ n~^oo } 

每一个 re 值都是不连续点. 

解首先证明这里的狄利克雷函数定义与 §1.3.5 的习题234中的定义是一•致的. 
为淸楚起见，引入函数列 u m {x) = lim cos n (7im!x), m = 1，2, •••， 则就有 x(^)= 

n—oo 

lim u rn (x). 

m—oc 

若 x 是无理数，则对每一个正整数 m， 余弦函数的自变彔 Timla: 不可能是 tc 的 
整数倍，因此 |cos()im!:r)| < 1. 于是只能得到 w m (:r) = ^liiT^cos n (Km!a:) = 0. 既然 
Um(x) = 0对每个 m 成立，因此 x(^) = liin w m (x) = 0. 

tn—oo 

若 x 是有理数，设: T = I•，其中 p，g 都是整数，且 g 〉 0. 这时考虑函数列 
中下标 m> q 的所有项.由于这时的余弦函数的自变量 Tim! • 2 —定是 2 tc 的整数 

q 

倍，因此 cos(7i:m!-2-) = 1. 于是有 u m (x) = 1. 既然当 m> q 时都有 u m (x) = 1，可见 

X(x) = 1. 

于是己经证明了本题的狄利克雷函数与习题234完全相同. 

现在任取点由于在: r 0 的每一个邻域中一定同时存在有理数和无理数，因此狄 
利克雷函数 x(x) 在这个邻域中同时取到0和 L 于是无论吻是有理数还是无理数，在 
它的任何邻域中一定有: r 使得 |x(^) - x(^o)l = 1. 

由此可见，如果取£ < 1,就不可能存在5 > 0,使得当 |ar -x 0 \<S 时成立 
| X ( x ) - x( 抑 )1 〈已 因此 X{x) 于点 x 0 不连续.由于 x 0 可以是任何一个点，因此己经证 
明了狄利克雷函数处处不连续 .口 

习题735研究函数 / Or) = x X (x) 的连续性，其中 X {x) 是狄利克雷函数（见上题), 
并作出这个函数的草图. 
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注这里只给出答案，即函数/只在点 x = 0 处连续，而在所有其他点处都不连续. 
请读者完成其证明并作出草图. 

重要的是这个习题给出了仅仅在一个点处连续的函数.请读者考虑如何构造出恰 
好在有限个指定点处连续而在所有其他点都不连续的函数.如果你能够作出这样的函 
数，那么学习习题735的目的就达到了. 

习题736证明，黎曼函数 

f 丄，0：=见，打，771为互素整数，且71>0, 
fix ) =卜 n 

[0, a : 为无理数 

在每一个有理点： r 处都是不连续的，而在每一个无理点: r 处都是连续的.作出这个函数 
的草图. 


注黎曼函数与狄利克雷函数一样都是在数学分析教科书中的重要例题，它们可 
以用来说明很多问题.黎曼函数在西文文献中还有许多其他名称，例如 Thomac 函数， 
popcorn 函数， raindrop 函数和 ruler 函 数等. 它己经出现在 §1.5.7 的习题607的例子 
中.此外，它与 §1.5 的第一个习题381从内容到证明都有相似之处. 


分析取 定一个 有理点 办 =$■，其中 m , n 为互素的整数 ， n > 0,这时有 f ( x 0 ) = 
去. 由于在点抑的任何一个邻域中有无理点 o : 使得 /( z ) = 0,因此|/ ㈨ -/(吻)| = 

Ti* 7L 

于是 对于满 足条件 0 < e < j 的 e 就不可能存在连续性定义中所要求的 (5 > 0. 由此可 
见黎曼函数在有理点处一定$连续.但为了知道这些不连续点的类型，又为了讨论 /(㈡ 
在无理点处是否连续，则还需研究在每个抑处的 lim f ( x ). 

X—^Xo 

如附图所示作出了区间丨 ( Ml 上的黎曼函数的示意图（黎曼函数是周期为]的周期 


函数). 

由于不可能作出精确的图像，这里采用两种示意 
方式： （1) 在 x 轴上用黑点表示无理点，这时 f ( x ) - 0, 
又用白点表示有理点，这时 / Or ) > 0; ( 2 )对于[0，1] 
中的有理点$二 f ，作出了 1 < n 彡20的所有点 
( xj ( x )) (分母 n 虽大的情况己经超出了该图允许的 
分辨率). 

不难看出，对于任意给定的 e > 0,图像中满足 
f(x) > e 的点 a ; 在队 1] 中是不多的.对于它们的准确 
分析就可以证明对每一个点別都有 x lim o f(x) = 0.由 
于在无理点吻处 f(x 0 ) = 0,因此/ ¥1°理点处连续. 



解只要证明对每个点 xo , 无论它是有理点还是无理点，都有极限 Vmi ^ f ( x ) = 0, 

从而就知道黎曼函数的所有不连续点恰好就是有理点全体、而且都是可续点. 
在点吻的半径为1的去心邻域 
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Oi(x 0 ) - {x 0 } = (x 0 - l,x 0 )U(x 0 ,xo + l) 

中，对于给定的0 < e < 1，考虑不满足士 < e 的那些 n •由于+ > e 等价于 

Ti it 

0 < Tl < 丄， 

£ 

于是这样的正整数 n 只能是 1,2,... ,[|]中之 一. 而在上述去心邻域中具有这样的分 
母的既约分数1只可能是有限多个.^它们全体记为 

TI 

工1，工2,…，工/， 

然后取 


S = min { l,|xi - Xol \ x 2 - Xol , …， |xf — x 0 |} 〉0, 
则当0 < > - a : u | < 5时，若 a : e Q ， 则 rr = !中的分母 n 满足 

TX 

n>[+j + l>+, 


从而成立 


1/(0：) - 0| = /( x ) = -^ <£； 

若 x 0 Q ， 因 f ( x ) = 0,上述不等式当然也成立.因此得到 



X—♦lo 



□ 


习题737研究函数 



x = n ， m 为互素整数，且1， 

f I 

X 为无理数 


的连续性，并作山这个函数的草图 


解这里可以模仿上一题的证明（模仿法)，也可以将本题归结为上一题來做（归结 
法).下面采取第二个方法. 

对于吻 < 0的情况，由于在它的任意小邻域中的有理点处的函数值小于0,而无理 
点处的函数值大于0,且接近 lirol ， 因此/在点 xo 处不连续（这里请读者补充细节). 

又可以从/的定义直接看出有 lim f ( x ) = /(0) = 0,因此以下只需 要讨论 rr > 0时 
是否连续. 

在区间 (0, + oo ) 上定义与前面的黎曼函数非常相似的一个辅助函数 如下： 

o ： = l , n , m 为互素的正整数， 
g { x ) = { … n 

( O , o : 为正无理数， 

则在 rr >0的范围内就可以将本题的函数/用9表出 如下： 

f { x ) = x (\ - g ( x )) = x - xg ( x ). 

由于 g 与黎曼函数非常相似，不难用模仿法证明9在每个点: cn > 0处存在极限 
lim g ( x ) - 0 然后从/的上述表达式就知道对每一个 x 0 >0 存在极限 

X-^Xo 

①也可以用归结法，记黎曼函数为 /2( x ), 则在 x >0 时处处成立夹逼关系0彡 g ( x ) ^ R ( x \ 对 x 0 > 0 
令 a : — xo 即得到 lim g ( x ) = 0. 
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lim f(x) = xq. 

X-^Xo 

这样就推出 / 在每个正有理点处有可去不连续点，而在每个无理点处连续. 

下面结合/的图像作进一步说明. 

如附图所示，占据2/ = | x | 位置的点线代表 a ; 为无理点时的 / Or ) = 

在一、三象限的一系列虚线是 y = 其中 

只画出 ri 从1取到10的虚线.当: r 为有理点 x = f 
时，/的图像上的点 (x,f(x)) 就落在这些虚线上 ，& 

用小黑圆点表示.为了清楚起见，只作出了分母0 = 

1,2,3的几个点. 

参考黎曼函数的讨论及其附图，可见随着 x=-f 
中的分母 n 的增大，与有理点 2 ：对应的点 ( xj ( x))h 
来越密集地聚集到直线 y = x ( x >0) 的一侧. 

从附图容易理解在抑 < 0时/在该点不连续.实际上，在: r 0 的充分小的邻域中， 
f(x) 的图像既能够取到第二象限中 y = -x 上的点，同时又能够取到第三象限中的点. 
因此/在 (- oo ,0) 上处处不连续.同理还可以看出，这时在每一个点处的两个单侧 
极限都不存在，因此是第二类不连续点. 

在= 0处如前所说已知/连续. 

在仰 > 0时，无论它是有理点还是无理点，都有 \im Q f(x) = rr ， 因此/在正无理点 
处连续，而在正有理点处为可去不连续点 .口 X ^ X ° 

下面两个习题是对于连续性的四则运算法则的很好的练习题，也与 §1.2 中关于数 
列的习题 127-130 相对应.在上一个习题737中引入辅助函数 p 之后讨论/时，实际上 
就利用了这样的联系. 



习题 741在下列情形下，两个函数的和 /( x ) + g{x) 在给定的点: ro 处是否一定是 
不连续的？ 

⑷在 : r =抑处函数 f{x) 连续，而函数 g(x) 不 连续； 

( b ) 在 rr =邱处函数 /(rr) 和贞 x) 都是不连续的. 

分别举例加以说明. 

解 （ a ) 这时 /( x )+ 9 (: c ) 在点: r 0 处一定不连续.实际上，只要用反证法.若 
f(x) + 夕 (X) 于 X 。 处连续，则从 

g{x) = [f{x) + g{x)] - f{x) 

可见，由于右边两个函数于点: c 0 处连续，因此它们的差 p ( x ) 也于: r 0 处连续，引出矛盾. 

( b ) 不 一定. 例如设 /( x ) 于点 抑 处不连续，取 g{x) = -/( x ), 则它也在处不连 
续，但是/⑻+ h /( x )] = 0 T 当然在 邱 处连续. 

另一方面，若 f(x) 在点： ro 处不连续，令 g(x) = /( ： r )， 则 f{x)-\-g(x) = 2/(x), 它与 
/ Or ) 同样在抑处不连续 .□ 



§1.7 函数的连续性（习題 662-758) 


注在 （ b ) 的讨论中两次利用了同一个命题，即对于不等于0的常数 C , /( a :) 和 
Cf ( x ) 在任何点同时连续或不连续. 

习题742在下列情形下，两个函数的积 J ( x ) • g { x ) 在给定的点处是否一定是 
不连续的？ 

( a ) ^ x = xo 处函数 f ( x ) 连续，而函数 〆 2 ；) 不 连续； 

( b ) 在处函数 /( a :) 和 S ( x ) 都是不连续的 • 

分别举例加以说明. 


解 （ a ) 若/(抑）# 0,则 /(: r ) Wx ) 于: ro 处一定不连续.用反证法.若 /(： r ) 贞: c ) 于 
X 0 连续，则这时下列等式至少在点 X 0 的一个邻域上 成立： 

p( ) - fix ) - 

然后利用连续性的除法法则可见左边的函数 〆 : r ) 在: TO 处也连续，引出矛盾 

但是与习题 741( a ) 不一样，若 /( x 0 ) = 0,则 / Or ) • g (: c ) 在邱处不一定是不连续的. 
例如，若 f ( x ) = 0, W \ f ( x ) g ( x ) = 0,当然在 z 0 处连续 • 

又如，设 f ( x ) = X, x 0 = 0, g ( x ) 在 z #0 时为 士，而 〆 0) = 0,则 f ( x ) g ( x ) 在 
时恒等于1，但却有/(0)分(0) = 0,因此在 x = 0 处不连续. 

注利用 o ( l )0( l ) = o ( l ) (x -> x 0 ) 可见，最后一种情况只能是 g (: r ) 于点 x 0 处局 
部无界时才会发生. 


( b ) 不一定 • 

例如取 f(x) = g(x) = sgn ( rc ), 则在 x = 0 处不连续，同时 f(x)g(x) 也是 如此. 
又如取 f{x) 在 : r > 0时等于1，在 : r < 0时为0,而贞 a :) = f (-X )， 则它们都在 
x = 0处不连续，但是 f(x)g(x) = 0,当然在 x = 0 处连续 .口 

下一个简单习题中的结论也是经常使用的基本事实，我们只作一些分析，将正式写 
出解答的任务留给读者. 


习题746证明，如果 f ( x ) 是连续函数，那么 F ( x ) = |/( a :)| 也是连续函数. 

分析只要对于/的定义域中的每一点抑证明 

lim f ( x ) = f ( x 0 )=> lim |/( x )| = |/( x 0 )|， 

x—^Xo X—^Xo 

这与 §1.2 的习题 91 相同，只要利用习题 21( a ) 中的不等式 \ x - y \^\\ x \-\ y \\ 即可 • 
此外，要注意本题的逆命题不成立.例如将狄利克雷函数稍加改造得到的下列函数 

/⑷= X ⑷-如 

它仍是处处不连续的函数，但 |/( x )| 却是恒等于 | 的常值函数.当然处处连续 .口 

® 在习题737的讨论中当 a : >0时，也可以由此推出 g ( x ) 的不连续点一定也是 f ( x ) = + 的不 

连续点. 
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{ - C ， /( X ) < - C ， 

/⑷， \ f ( x )\ ^ C , 
c ， f ( x ) > C 

也是连续的，其中 c 为任意正数. 

f c 的图像与/的图像有明显的几何关系，也就是将/的图像中处于 y = C 以上的 
部分用2/ = c 代替，同时将其处于 2/=- c 以下的部分用 y = — c 代替. 

附录一中的习题356的图像为此提供了一个实例，其中 c = l , /( x ) = 2 sin ^. 

解1只需要对每一个点吻来证明.这可以分成几种情况来讨论. 

若 f ( x 0 ) > c , 则利用/ 在点 x 0 处连续，存在 (5 > 0,使得在邻域 Os ( x 0 ) 上仍然成 
立 f ( x ) > C . 于是在这个邻域上 f c { x ) = C, 可见 / c 在点 X 0 处连续.对于 f ( x 0 ) < -C 的 
讨论是类似的，从略. 

若 |/( xo )| < c , 则利用/在点 rc 0 处连续，存在 (5 > 0,使得在邻域 O s (x 0 ) 上仍然成 
立 |/( x )|< c . 于是在这个邻域上 f c ( x ) 三 f ( x )， 可见 / c 也在点邱处连续. 

若 f ( xo ) = c , 则对0 < e < c 存在 (5 > 0,使得在邻域 Os ( x 0 ) 上成立不等式 

0 < c-e = /( X 。） - e < f ( x ) < f ( x 0 ) + e < c + e . 

考虑在 Os ( x 0 ) 上的 / c . 这时有 Mx 0 ) 二 c , 且按照定义知道其中的 f c ( x ) 或者等于 
f ( x ), 或者等于 C , 因此成立不等式 

0 < fc ( x 0 )-e = c - e < f c { x ) < c + £■ = /r ： ( ： r 0 ) + e . 

也就是 |/,( x ) - / c ( xo )| < 因此 / c 于点 x 0 处 连续. 同样可以证明当 f ( xo ) = —C 时 / c 
也在点处连续.从略 .口 

根据 / c 与/图像的几何关系，可以从 C ，- C ，/(： T ) 通过取最大最小运算来得到 / c . 
这样就提供了第二种解法. 

解2先验证从/到尺可以如下 实现： 

fc{x) = max { min { c ， f ( x )}， 一 c }， 

于是本题的结论可以从下面的习题 749 得到 .口 

更不容易想到的是从/到 / c 的运算可以用绝对值运算和四则运算的组合来实现. 
这就是以下第三种解法. 


解3先验证习题中的函数/。可以如下表达① •. 
于是本题的结论可以从前面的习题746得到 .口 


注本题还有如下推广. 

①取定 a : = 在坐标平面上观察在直线 x = x 0 上的三个点 /( x 0 ), - c ， c ， 则就可以看出这个公式的几 

何意义是 /(XO) 到一 C 的距离减去 / Oro ) 到 c 的距离后除以 2. 
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设在同一定义域 J 上给定三个连续函数 / u /2,/3, 然后对每个 X € /，定义一个新 
的函数 /， 它的值 f ( x ) 取为 3 个数值 fdx ) J 2 ( x ), h { x ) 中处于中间的那个值，在其中 
有相等时就取这个相等的值，可以证明这样得到的函数 f 在 I 上连续. 

实际上习题 747 中的 / c 就是在 c ， /(:r)，-c 中按照取中间数原则确定的函数，因此 
是上述推广的一个特例. 

习题 748 将在最后一个小节 §1.7.5 中讨论. 

习题 749 证明，如果函数/(岣和 Wx) 是连续的，那么函数 

( p ( x ) = min{/(a;) ， 分 (rr)} 和 xJj ( x ) = mox { f ( x ), g ( x )} 

也是连续的. 

解 1 (概要）只要对每一个点吻作出证明.这里完全可以仿照习题 747 的解 1 分 
三种情况来做.从略 .口 

解2利用绝对值运算就不难验证以下 等式： 

min{/(a;),^(x)} = \[ f { x )+ g { x )-\ f ( x )- g ( x)\l 

max { f ( x ), g { x )} = - j [ f { x )+ g ( x )-^\ f ( x )- g ( x)\] i 
然后再用习题 746 即可 .口 

习题 750 设函数 /(:r) 在闭区间 la ， 6j 上有定义，且是有界的，证明函数 

m(x)= inf {/(C)} 和 M(x)= sup {/⑹} 

a ^ <x a^<x 

在区间上左连续. 

解 1 /的有界性保证了函数 m(x) 和 Af(ar) 在 (a, 6] 上处处有定义（即取有限值). 
由于对两个函数的讨论是类似的，下面只对于 MOr ) 的左连续性给出证明. 

从 M ( x 0 ) 的上确界定义可知，对任意给定的 e > 0, 存在 t 0 e [ a , x 0 ), 使得成立 

/( to ) > M(x 0 ) - £. 

令 <5 = x 0 - 纪，则当 xo ~ 5 = < ^ < 时就有 

A/(xo) 一 e < /(t 0 ) ^ M(x) = sup {/(t)} ^ M(x 。)， 

a ^ t<x 

这就已经证明了 lim M ( x ) = M ( x 0 ). □ 

x—^xo—0 

解 2 只讨论 M ( x ). 从定义可见 M ( x ) 是 [ a ? 6] 上的单调递增函数. 

任取％ G ( fl ， 礼则从 M ( x ) 的单调性可知在点:^存在左侧极限 M ( x 0 - 0). 

一 方面从 M { x ) 单调递增知道 M { x 0 - 0) 彡 M ( x 0 )• 另一方面，任取亡€ h ： ro ) T 则 
当《< x < 吻 时，有/⑷彡 M ( x ) ^ M ( x 0 - 0). 由此可见，对所有这样的/⑴取上确 
界得到的 

M(x 0 ) = sup {/(()}< M(x 0 - 0), 

a ^ t<xo 

因此只能得到 M { x 0 ) = M(xo-O). □ 
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注本题与 §1.7.5 中的习题748不同.首先，这里只假定/在上 有界； 其次, 
MOr ) 和 m ( x ) 的定义与那里也不一样.例如，容易举例说明，若将本题的 M ( x ) 改为那 
里的 sup {/(0>,则本题的左连续结论就不能成立 • 


1.7.4 连续函数的整体性质（习题751， 753-757) 

为了理解什么是连续函数的整体性质，我们先回忆已经学过的连续函数的局部性 
质. 例如，函数在某个点处连续就是一种局部性质，它只与函数在这个点的任意小邻域 
中的性态有关.又如函数在某个点是否存在极限，或是否局部有界，即存在该点的一个 
邻域，使得函数在该邻域上有界，这些都是局部性质. 

值得指出的是，函数在一个区间（或其他数集）上的每个点处都具有某种局部性质 
时，并不能保证该函数在区间上具有相应的性质.例如， f ( x ) = ^ 在区间（0, 1) 的每一 
个点处都是局部有界的，但却在该区间上无界. X 

所谓整体性质是指与定义区间本身有关的函数性质.对连续函数来说其中包括零 
点存在定理、介值定理、有界性定理、最值定理和一致连续性定理（即康托尔定理). 

作为整体性质，上述定理与连续函数定义的数集的特性有密切联系.零点存在定理 
和介值定理反映了定义域的连通性，如果将定义域从区间换为其他集合就不成立了. 

后4个定理则依赖于定义域的紧性，也就是有界闭集.对于区间来说必须是有界闭 
区间 ®. 如果将定义域换为其他的有界闭集，例如有限个不相交的有界闭区间之并，则 
这些定理仍然成立. 

介值定理、有界性定理和最值定理可以合并为值域定理，即连续函数将有界闭区间 
映为有界闭区间.这种表述方式在理论和应用方面都是重要的. 

下一个习题给出了定义区间无界时连续函数仍然有界的一个充分条件. 

习题751证明，如果函数 f ( x ) 在区间 a ^ x < - foo 上连续，且存在有限的 
lim f ( x )， 那么此函数在所给的区间上是有界的. 

X— ^+00 

解记火 = lim /( x ), 则对于 £ = I , 存在 K > a ， 当 a : > 时成立 

X—♦+«> 

>1-1 < /( x ) <A + h 

在有界闭区间 [ a y K ] 上用有界性定理，存在 M > 0,使得当 2 ： e [ a y K ] 时成立 |/( x )| < 
M . 合并以上讨论，就知道在区间 b ，+ oo ) 上 

\ f ( x )\ < max {| A | + 1， M }. □ 

注这当然是充分而非必要的条件.例如 f ( x ) = sinx 2 , 极限 /(+ oo ) 不存在，但/ 
仍然有界.（该函数的图像见 §1.4.2 的习题298的附图 


①很多数学分析教科书要求读者能够对于以上定理在定义域变动后是否成立作出判断，若不成立则要能 
够举出反例.这是为理解定理所必须做的功课. 
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习题753设 p (: r ) 和 机 x ) 是定义在 -do < a : < + oo 上的连续的周期函数，且 

~ = °， 

证明 ^{ x ) = jP ( x ). 

解任意取定一点邱，我们来证明 p ( X 0 ) = fp{x 0 ). 

设 if{x) 的周期为7\ (> 0)， # r ) 的周期为 r 2 (> 0)，则对于任何正整数 n ， m 可以 
在#(抑）与0(邱）之间插入4项，组成如下所示的三个 差值： 

P ( X 0 ) - 岭 ( Xo ) = ifi{x 0 + nTi) - xp(xo + mT 2 ) 

= b(xo - f - nTi) - tJj(x 0 + nTi)] + [^( x 0 + nT x + mT 2 ) - p ( x 0 + n 7\ + mT 2 )] 
+ [if(x 0 -f mT 2 ) - + mT 2 )], 

从题设的条件可见最后三个方括号中的差当 n ,m — oo 时都趋于0,因此 f{x 0 ) = 
•9( x 0 ) •口 

注 一 个意外 发现： 题中的两个周期函数的连续性条件是多余的. 

习题754证明，有界单调函数的所有不连续点是第一类不连续点. 

解 这里的关键是有界单调函数在每个点处的单侧极限存在，它是单调有界数列 
必定收敛的定理在连续变量情况的推广. 

只讨论定义区间的内点为不连续点的 情况. 不妨设/在沁， 6) 上单调递增.这时对 
于内点 xo e ( a ,6) 任取 x , < xo < x 2 , 相应地就有不等式 

/( 工 1 ) < f{x 0 ) ^ /(x 2 ). 

令 - ► X 0 - 0, ： C 2 — x 0 十0,就得到 

/( 工 0 一 0 ) < f{x 0 ) ^ f{x 0 + 0 ). 

由于抑是/的不连续点，以上不等式中的两个不等号不可能同时成立等号，这表明: r 0 
是第一类不连续点 .口 

注由以上讨论可见，对于不连续点为定义区间的内点的情况，题设条件中的单调 
函数的有界性不起 作用. 只有在端点为不连续点的情况，这时才需要对单调函数加上有 
界性条件. 

单调函数类是数学分析中在连续函数类之外最重要的函数类.下一个习题中指出 
了它们之间的联系.其中的条件 （2) 给出了区间上的单调函数为连续的充分条件，又从 
介值定理可见它也是必要的.此外还可以指出，习题755及其证明都可以从几何图像上 
作出解释，请读者一试. 

习题755证明，如果函数/(幻具有下列 性质： 

(1) 在闭区间 k &] 上有定义且 单调； 

(2) 所有/⑷和/⑻之间的数都可以取到， 

那么此函数在上是连续的. 
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解这时/的值域在 /( a ) 和 /(&) 之间.从上题知道/若有不连续点则只能是第一 
类的.下面不妨只讨论/在上为单调递增的情况. 

由于/在端点处的单侧连续性的证明更为容易，下面只讨论内点吻€ ( a , 6). 这时 
需要证明 /( x 0 - 0) = f ( x Q ) = f ( x 0 + 0). 为此给出其中第一个等式的证明就足够了. 

用反证法.设 f ( x 0 - 0) / /( xq ) .在 rr G 左侧任取 x : ，在抑 的右侧任取町，并在 x 0 
ID xi (< xo ) 之间插入这样就有 a < xi < i < xo < x 2 < 6,并成立① 

/(aK f ( Xl ) < f { t ) < f ( x 0 ) < f ( x 2 ) < f ( b ). 

由于 / ⑷在 m t < : r 0 上单调递增有界，因此令 t ^ x 0 -0 就得到 

/( a ) < /( xi ) < f ( x 0 一 0) < f ( x 0 ) ^ f ( x 2 ) < f { b ). 

这里的关键是上式中间的严格不等号 <. 这里利用了取极限得到的/(抑-0^ /( x 0 ) 
和反证法假设 /( x 0 -0)^ /( xo ), 可见其中的 < 只能是严格不等号 <. 

由于以 可取到 [ a , x 0 ) 中的任何一个数，而幻可取到 ( x 0 ,6] 中的任何一个数，因此 
上述不等式已经表明区间 ( f ( x Q -0) J ( x o )) 中的任何一个数都不能为/取到.这与题 
设中的性质 （2) 相矛盾 .口 

下一题表明，仅仅满足习题755中的条件 （2) 还不能保证函数连续.其证明从略. 

习题756 证明，函数 f ( x ) = sin ( x ^ a )> /⑷= 0 ,在任意闭区间 [ a ， bj 上 

可以取到 /( ci ) 和/(幻之间的任何值,但尾在上不是连续的. 


习题 757证明，如果函数 /( a :) 在开区间 ( d , b ) 上是连续的,且〜巧，…，〜是这 
个区间内的任意点，那么在它们之间可以找到一个数&使得 

/(《）= +[/(々）+ /(&) + ••• + /(〜)]• 

解 由于 n 个点&，•••，:^的顺序在这里不起作用，因此不妨设有 

X \ ^ X 2 ^ < X „, 

且其中不全成立等号（否则己不必再讨论).同样假设 n 个函数值/(“)，••• ，/( x n ：» 也不 
全相等，否则任取《为 n 个点之一即可. 

T 是存在下标< / j € {1,2, ••- , n }, 使得如下定义的 m , M 满足 m < M : 

f { Xi ) = m = min {/( xi ),. • • ， /( x n )}, 
f (^ j ) = M = max {/( x £ )， …， f ( x n )}. 

以下不妨假设 A < 巧.这时当然有 [ x ^ xj ] C [ x u x n ] 成立. 

为简明起见，记平均值+…+ /( a: n )j = A , 则这时有 m < A < M . 
构造辅助函数 n 


F ( x ) = /( x ) - A , 

问题已经归结为证明 F 在区间 [ x 1? a : n ] 上有零点. 


® 在中插入 <，并令 i — XO - 0,这样的方法是类似问题中的常用手段. 





为此只要观察 Fh) 和 F{xj) 的符号.由于 f{xi) = m < 4 和 f(xj) = M >皋因 
此就得到 

F(xi) = f{Xi) - A — m- A <0, F(xj) = f{xj) = M - A > 0. 

根据连续函数的零点存在定理， F(x) 在区间[而,巧]内有 零点. 将它记为6则就得 
到在点:^，…，〜之间的点乙使得 /(0 = d •口 


1.7.5 补注（习题748, 752, 758) 

这里的几个题都有一定的难度，建议初学者哲时可以跳过，以后再冋过来学习. 

1. 习题748 

此题是学习连续函数的一个很好的练习题.它可以只用连续函数的局部性质解决, 
但若利用连续函数的整体性质（包括 §1.9 的一致连续性)，则解法更多，因此我们将它放 
在这里介绍. 

习题748 UE 明，如果函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上连续，那么函数 

m ( x )= inf {/(《)}和 M ( x ) = sup {/(《)} 

^ [ a y b ) 上也是迕续的. 

注此题中的两个函数 m ( a :) 和 M ( j ：) 已经出现在 §1.5 的习题400中，即对 sinrc 
和 cosx 作出 m ( aO 和 M ( x ) 的图像.建议读者先做该题后再做本题. 

为加强几何思维，在附图中作出了 / Or ) 与 M ( x ) 的示意图.左边是 [ a ,6] 上的 f ( x ) 
的图像，右边则将 f ( x ) 的图像用虚线表示，而 M ( x ) 的图像则用粗黑曲线表示. 



习题 748 的附图 

利用闭区间上连续函数一定达到自己的上下确界，在 m (: c ) 和 M { x ) 的定义中的 
inf 和 sup 记号可分别换为 mhi 和 max. 但这对于下面的证明没有多少影响. 

以下几个证明都只讨论且只证明它在区间 [a,6) 的内点 x 0 e ( a , b ) 处连续， 
因为对于端点的讨论更为简单. 

本题的解法很多，有许多差别不大.下面是比较有特色的几个解法. 

. 解1 (直接证明两个单侧极限相等）由于从定义知道 M ( x ) 单调递增，因此对于内 
点 xo e (a, 6), 其两侧的极限都存在，且满足 M{x o -0) ^ M{x 0 ) ^ M(a: 0 -f 0). 下面只 
要证明两个单侧极限相等. 




160 


第一章分析引论 


利用/在点吻连续，对任意的£ > 0,存在 (5 > 0,当> —x 0 | < J 时，成立 

|/(^)-/(x 0 )|<f. 

在 Os { xo ) 中取点 X \, X2 满足 

: TO — 5 < 工 1 < Xo < X2 < Xo + 5, 

则对于 Xi ^ t ^ X 2 就有 

\m - f ( xi )\ < \m - /M + \ f ( xo ) - / ㈤ I < e， 

于是就有 

fit) = [f(t) - f(xi)] + f(xi) < 1 /( 0 - /( 工 1)1 + /( 工 1) < /( 工 1) + e. 

根据 M ( x ) 的定义，这时成立 

M{x2) = max{M(a ： i),max{/(^) | x\ ^ ^ X2} } < M{x\) +£, 

其中利用了 

在不等式 0 < M(x 2 ) - M(xi) < e 中令 rr 2 — x 0 + 0, x: — a: 0 - 0, 就得到 

0 彡 M(xq + 0) — M(xo 一 0) 《 e, 

再利用 e > 0 的任意性可见两个单侧极限相等，这就证明了 M ( x 0 -h 0) = M ( x 0 ) = 
M(xo-O). □ 

解 2 (利用一致连续性）根据康托尔定理，对于任意给定的 e > 0,存在 d > 0,使 
得只要 x \ x f , e [ a,bi \ x f ^ x n \< S } 就有 |/(x0 - f ( x n )\ < e . 

将 MOc) 改写为 

M ( X ) = o 货 i,( a + 办 一 a ))’ 

则在 b - x 0 \<6 时对于每个 t € [0, 立下列不等式 

/(a + t(xo - a ))- e < f(a + t(x — a)) < f(a + t ( x 0 - a)) + e . 

然后在 i e [0, lj 上对上述不等式的三边分别取最大值，这样就得到 

M ( x 0 ) - e M ( x ) Af(xo) 

也就是 \ M ( x ) - M ( x 0 )\ < e. 这已经证明了 M { x ) 在点 x 0 连续 .口 

解3 ( 分 f ( x 0 ) < M(a: 0 ) 和 f ( x 0 ) = M ( x 0 ) 讨论）（这来源于 M ( x ) 的图像中经常 
会出现水平直线段的事实 .） 

若有 f ( x 0 ) < M { x 0 ), 则存在充分小的 (S > 0,使得当 |:r - xo| < 5时仍然成立 
f ( x ) < M { xo ). 由此可见在 |o: - x 0 \ <6 上有 M ( x ) = M (x 0 ), 因此 M { x ) 在点 x 0 连续. 
对于 f ( x 0 ) = M ( x 0 ) 的情况，分别讨论两侧的连续性. 

从 /(xK M ⑷和 M ( x ) 单调递增出发，令: c — x 0 - 0,就得到 

f ( x 0 ) ^ M(xo 一 0) < M ( x 0 ) = f ( xo ), 

可见 M ( x ) 絲 x 0 左连续. 

对任意给定的 e > 0,存在 J > 0,当： r 0 < a： < x 0 + d 时成立 f ( x ) < /(x 0 ) +e •于 
是对于 Xq ^ x < Xo + 5 同时有 

M { xo ) M ( x ) = max{M(x 0 ),max{/(i) | x 0 ^ ^ x }} 

彡 /(xo) + e = M ( x 0 )^£. 
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这就是 lim M { x ) = M (: c 0 )， 即 M { x ) 于点 x 0 右连续 • 口 

rr 一 a ： o +0 

注解 3 中的想法，特别是其中的 f ( x 0 ) < M ( x 0 ) 的部分，与 M ( x ) 的几何图像有 
密切联系（参看前面的附图). 

2. 与极限点有关的习题752和758 

仿照数列的极限点（即聚点）和上下极限概念，对于函数也可以定义极限点和上下 
极限.（这在《习题集》的 §1.5 中已经引进，但该节中没有这方面的习题 .） 由于它们是 
比较细致的概念，我们将有关的两个习题放在这里讨论. 

习题752设函数在区间 （ x 0 ，+ oo ) 上连续且有界，证明对无论怎样的数: T ， 
可以找到数列& — +00,使得 

^[/(xn + r ) - f ( x n )} = 0. 

解 不妨设 T >0, 否则只要将 x n + T 改记为 <，于是: r n = 4 — T ， 而 f ( x n + 
T )- f ( x n ) 就成为 /«) - /« - T ). 

作辅助函数 

»⑻ = /(x + r)_/(x )， 

则问题转化为函数^是否在0： — + OC 时以0为其一个极限点.可以证明，存在这样的 
极限点等价于函数 g 满足以下 条件： 

对任意的 e > 0,对任意的 K >邱，存在 a : > / C ， 使得成立 |^( x )| < e . (1.43) 
实际上若存在 : c n — + oo , 且使得 Jim g ( x n ) = 0,则对给定的 e > 0和 A ： 〉抑，存 
在 N , 使得同时满足>尺和 \ g ( x N Y <€. 这就是满足条件 (1.43). 

反之，若条件 (1.43) 满足，则先取6 = 1, AT = x 0 -f 1,再取关于这一对 e 和 尺满足 
条件 （1.43) 的: r 为: n . 然后取 e =^, K ^ max { x u x 0 - h 2}, 再取关于这一对 e 和夂满 
足该条件的 x 为心.如此继续下去就得到满足要求的数列 { x n }, 它同时满足: r n — +oo 
和0这两个条件. 

下面只要证明条件 (1.43) 确实成立. 

用反证法.若 (1.43) 不成立，则可用对偶法则①以正面方式写出该条件的反 面为： 

存在某个〉 0, 存在某个>吻，对任意 i >心，成立彡如. (1.44) 
由于 P 连续，因此最后的不等式只可能或者是贞 a ：) >以，或者是贞 rrK - e 0 . 

对于前者，即对任意 a : 〉瓜成立 /( a : 十 T ) - /⑻ ^ e o >0 . 由此导致对每个正整 
数 n 有 

/(x + nr ) - f ( x ) 彡 ne 0 . 

取定一个 a : > 可见这与/在区间 ( x 0 ,+ oc ) 上的有界性矛盾. 

对于对任意 x 〉而成立 /(x -f T ) - f ( x ) ^ - s 0 < 0的情况同样可导出矛盾 .口 

① 参见对于 §1.2.5 的习题87和 §17.1 的习题668的讲解，并可以参考[23】的 §1.4. 
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注此题反映了在无界区间 ( rr 0 ,+ oo ) 上任何有界连续函数所共有的一个性质，然 
而它是一种什么样的性质呢？ 

从几何上考虑不难理解这样的性质. 


如附图所示，由于 /(:c + 7 1 )(对于 T >0) 
的图像是/(4的图像水平左移距离 r (回忆 
§1.4 中的习题 325( d ) 等内容)，于是问题就是 
当 rr — + OC 时， /(: r ) 和/(工+ T ) 这两条连续 
曲线是否会在 y 方向上无限接近？ 


习题752的附图 


对于 f( x ) = ^ (x > 1) 这样简单的函数来说,答案是明显的，差 f(x) ~ f(x + T) 
当然会随着 o : 无限 增而无限接近.无需几何图像，只要直接写出 

丄 _ 1 = T 

x x + T ~ x{x + T)' 

就知道当 X -+ OC 时上式的极限等于 0. 但对于更为复杂的函数就没有如此简单的答 


案了.习题752表明，虽然不一定成立 


+ T) - f ( x )} = 0, 

但至少存在趋于 + oo 的点列，在这一列点上这两条曲线确实是会无限接近的. 

再考虑 /( x ) = sinx 和了 = 71这样的例子，可以看到在习题752中的结论也难以再 
作改进.这就是说，只能保证/ ㈡ + 了)和这两条曲线在一个点列上无限接近,但不 
能保证如附图中那样在整体上无限接近. 

建议读者思考一个没有现成答案的问题，这就是将习题752中的有界性条件和连续 
性条件分别去掉之后，我们对于 f { x ) - f(x 4- T ) 还能够说些什么？ 

下一个习题的结论可以与习题136 ( 见 §1.2.9 之 2) 作对比.后者给出了数列的上下 
极限之间能够为极限点充满的一个充分条件，而下面的习题表明对于连续函数来说不 
再霈要其他附加条件. 


习题 758设 f(x) 在开区间 (a, 6) 上连续，记 Z = Jim /(x), L = 证 

明，不论人 (Z <人< i ) 为何值，总存在一个数列 Xn — a + V 使得 

lim f{x n ) = X ,- 

n—♦oo 

考虑到不是每一本数学分析教科书中都有函数的上下极限的内容，因此下面先介 
绍这方面的基本理论，然后再给出习题758的解.它本身并不困难. 

为方便起见，下面的讨论都是对于函数在点 a 的右侧极限过程 a : — a + 0而言的. 
将有关内容推广到其他的函数极限过程是没有困难的.此外，读者会看到所有这一切都 
与数列的上下极限理论是平行的.因此也可以尝试自己来建立以下的内容. 

设/在点 a 的右侧邻近有定义.这就是说存在5 > 0,使得/在+ 5〉上有定 
义® . 如函数极限的定义中所说，/在点 a 处是否有定义，在有定义时 /( a ) 等于什么，这 
O 设 X 是/的定义域， 则这里 还可以放宽为 a 是 X n ( a , a + 5) 的一个聚点. 




函教的连续性（习題 662-758) 


都与下面的讨论无关. 

首先需要极限点的概念. 

定义1若有 〜 —a + 0,使得 lirn ^ f { x n ) = A 有意义，即或者乂为有限实数，或 
者 A 是带有符号的无穷大土 oo 之 一 ，¥i A 是函数/当 z — a + 0时的一个极限点. 

根据实数系基本定理之一的凝聚定理及其推广（见 §1.2.6 中的习题125和126)，定 
义1中的极限点一定存在. 

定义2函数/在 : r — a + 0 时的极限点中的最小值和最大值分别记为 

lim /( x ) 和 lim f(x )， 

Z 一 fl+O x-^a^-0 

称为函数 f 在点 a 右侧的下极限和上极限. 

对于定义2需要作一些解释. 

设 Z 是函数 f 在点 a 右侧的极限点全体所成集合，则如前所说 ， A —定非空.若 Z 
中含有 +00, 则称它是欠的最 大数. 同样，若 A 中含有 -oo, 则称它是 >1 的最 小数. 

留 F 的问题 就是： 若 A 为非空有界数集，那么它是否有最大数和最小数.回顾§1.1， 
我们知道非空有界数集一定有有限的上确界和下确界，但不一定有最大数和最小数.例 
如， §1.1.3 中的习题16就是如此.更简单的例子是开区间（0, 1). 

于是我们必须证明，当极限点集4有上界时一定有最大数，同样当 >4有下界时一 
定有最小数.只有在这之后定义2才有意义. 

为此我们以引理的形式写出这个证明，同时解释在定义2中对于任意非空实数集的 
最大数和最小数的意义. 

引理若函数/在 : r — a + 0时的极限点集4有上界（下界)，则其中必有最大数 
(最小数). 


证明只给出4有上界必有最大数的证明. 

用实数系基本定理之一的确界存在定理（即习题15)，非空有上界的数集4 一定有 
上确界，记为 L = sup A . 我们要证明 L 是可达的，即有 L = max A 

用反证法，若 L 不是极限点，则 d 中没有最大数.根据上确界定义，对于正整数 fc ， 
存在某个极限点 (3^ A , 它满足条件 

0 ^ {L — 士， 厶). 

根据极限点的定义，存在数列 4 — a + 0,使得 f(x n ) ^ 0. 

取 e 〉0充分小，使得满足 (/3- £ ,/3 + e ) c ( L -^, L ). 于是存在#，当 n > iV 时 

有 f(x n ) E(L-^,L). 由于 〜 —a + 0,不妨取#充分大，使得当 n> N 时还同时成 

立 € ( a，a + 士). 

取并记为 <，则它同时满足两个条件： 

a < a^<a + 士和 L — ^ < f ( x ^) < L . 
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最后，对于每一个正整数 *： 都如此做，就得到一个数列它的每一项都满足上述两 
个条件.于是一方面有 


lim x' k 

k—^oc 


= a + 0 


(这表明数列{^}是从 a 的右侧趋于 a )， 另一方面又有 


lim f { x , k ) = L 

#c—^OC 

(这表明 L 是/当 + O 的一个极限点)，因此>1的上确界 L 就是 A 的鏺大数.这 
与前面的反证法假设矛盾.因此极限点集合当上方有界时一定有最大数. □ 


现在写出习题758的解答如下. 

习题758的解如引理所示，只需要对于人为有限数且满足 1<\< L 的情况，证 
明存在一个数列 { x n } 趋于点 a 的右侧，同时有 f ( x n ) ^ X . 

证明的关键在于如何应用函数/的连续性条件去构造出一个趋于 a 右侧的数列， 
使得与它对应的函数值数列趋于入. 

由于/和 L 本身是极限点，因此存在两个数列{如}和 { z n }, 它们都从 a 的右侧趋 
于 a ， 同时又满足条件 


lim f ( y n ) = l , lim f { z n ) = L . 

n—^oc n—>oo 

根据收敛数列的比较性质，从条件 1 < X < L 可知，存在 7 V '， 当 n > W 时满足条件 

f ( yn ) < 1 < J { Zn \ (1.45) 

为简明起见，不妨弃去以上4个数列的前; V '项，并将它们重新记为 { y n }> { z n } y { f ( y n )} 
和 {/(〜)}• 于是条件 (1.45) 从 n = 1起就满足了 • 

对于正整数 A ， 由于如 ― a + 0 , 2n —a + 0, 因此存在 AT , 当 n >； V 时，成立以下 
不等式 

a < 2 / n < a + +， a < 〜< a + 士. 

取出和〜 +1 ，由于它们对应的函数值满足条件 (1.45), 因此它们不相等.在区 
间上（这里允许〜 +1 )考虑函数 /• 从连续函数的介值定理，存在某 
个点 C €( y N +1 ，〜 + J ， 使得/(0 =入. 

将这个€记为则满足以下两个条件： 

a < a ;* < a + 如 f ( xk ) = X . 

最后，对于每一个正整数 A ： 都这样做，就得到收敛于 a 右侧的数列 { x fc }, 同时 
{ f ( x k )} 是恒等于人的常值数列.这就证明了人是/在 : r — <x + 0 时的一个极限点. □ 

注实际上证明的比习题要求的还多一点，即对于满足 /< X < L 的 X 来说，它不 
仅仅是极限点，而且还存在 — a 十0,使得对一切 n 都有 f ( x n ) = X . 

还要请读者考虑，去掉习题中/的连续性条件，其他保持不变，则我们能够得出什 
么结论？请举例说明. 




§1.8 反函數.由参數方程确定的函数（习題 759-784) 
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§1.8 反函数.由参数方程确定的函数（习題 759-784) 


内容简介 本节的重点是讨论这两类函数的存在性问题.下面分为3个小节，分别 
讨论反函数的存在性，单值连续分支的选取，和用参数方程表示的函数的存在性. 

1.8.1 反函数的存在性（习题 759-766) 

本节的第一题看似简单，实际上很值得研究.它对于什么是反函数，以及两个函数 
什么时候相同等问题提供了很好的学习材料. 

习题759求线性分式函数 y = (ad - be ^ 0) 的反函数.在什么情况下， 

反函数与原来的函数相同？ ^ 

分析在某次教学中发现，将此题布置为作业时，很少有学生能够完全做对的. 

—般的做法都是从函数方程写出 cxy^dy = ax ^ b y 然后解出 

x= -dy-hb 
cy-a ? 

与原来的函数比较，可见答案是 a = - d . 

但这样计算时有没有考虑到函数与反函数的定义域与值域之间的关系呢？ 

如果将上述计算方法用于 

y- 工一 1 
V _ X-1 、 

则有 xy — y = x — 1 ,即解得 

一 1 

于是 a = - d 时也对了！但实际上这两个函数不会互成反函数，就如同^/ = 1和 : r = 1 
决不会互成反函数一样. .、 

有读者会说函数2/= 违反了条件 ad -6 c 一 0. 可是在前面的计算中条件 

ari — 6 C /0 又用在那里呢？ 

也有人看出 6 = c = 0 *a = d #0 也是本题的答案.这是从什么地方来的呢？为 
什么在前面的计算中没有出现呢？ 

还是要回到反函数的定义. 若没=/(工 )实现了定义域级到值域深之间的一一对应 
(即双射)，则对于每一个2/ e 深，就存在唯一的^与之对应，这就称为反函数，记为 
x = 它的定义域就是/的值域深. 

如上面的例子 y = 它的定义域是货 = R -彳 1 )，值域是单元集涿= U }， 当 

然不可能存在反函数.因关于它的计算和从中解出^是没有根据的. 

于是只有满足上述反函数存在的条件，同时又有切=涿时才能够说反函数/- 1 与 
原来的函数/相同. 

为此要回忆一元实函数的基本定义.其中包含两点，一是定义域，二是从定义域中 
的: r 到 y = /(岣的对应规律.只有它们都相同的情况下才能说两个函数相同 .口 
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解 下面的做法是先看定义域和值域是否相同，在相同时再看对应规律是否相同 • 
分两种情况讨论. 

(1) c = 0. 根据条件 M - fee / 0可见 M _ 0. 这时 y ( x ) 的定义域和值域都是 R . 
写出 2/(0；) 并解出工 ( y )， 则有 

2 /( x ) = -| x +|, x { y ) = j [ y -^ 

可见要求 f f 和去=-去.其中第一个条件就是 W = |外若“ = d , 则可从第二 

个条件推出& == &若 a 第二个条件自动 成立. 

于是条件为 ( i ) c = 0 ,a = d , 6 = 0, ( ii ) c = 0 ,a = - d . 

(2) c ^ 0. 这时的定义域是 ^ = R-{ - f }. 为了看出其值域，改写 

l ad 

条件 ad _ 6 c / 0保证 y { x ) 不会是常值函数.于是 y { x ) 的值域是 

为了使得切=深要求 a = - d . 这时直接从 1 / = y { x ) 解出 a ; == 就可以知道反 

函数 :r = x ( y ) 和?/ = y ( x ) 相同.于是得到条件 （ iii ) c ^ 0 ,a = - d . 

小结： 将上面的条件 （ ii ),( iii ) 合并，可知答案是两种 情况: ( l )6 = c = (), a = d /0; 
(2) a = - d . □ 

以下的几个习题是反函数存在定理的一些应用，当然也可以用其他方法. 

这里要注意关于反函数的知识有几个层次.它们在一般教科书中都已经给出，下面 
只是为读者方便而写的小结： 

(1) 从反函数的存在性来说，条件就是原来给定的函数是其定义域到值域的 一一 映 
射（即双射)，这里不需要单调性或其他条件（参见后面的习题 763); 

(2) 严格单调性保证了上述双射条件成立，同时还保证反函数也严格单调，且具有 
相同的单调性.这就是说，反函数和原来的函数同时为严格单调递增或严格单调 递减； 

(3) 对于 （2) 增加连续性条件后就保证反函数也 连续； 

(4) 在学了微分学之后还有关于反函数求导的公式，见 §2.2. 

习题761证明，存在唯一的连续函数 y = y ( x ) (-oo < 工< + oc ) 满足幵普勒方程 

y — esmy = x (0 < e < 1). 

解1为证明 x ( y ) = y - esiny 有反函数，观察 x { y ) 是否单调.设扒 < 妁，则 

无 ( Vi ) - x { y 2 ) = J/i — V2 — 6 ： (sin y x - sin y 2 ), 

利用三角函数的和差化积公式与不等式 \ smy \^\ y \^> 可估计得到 

①在 一般的 教科书 中于建立极限 lirn = 1时己经得到了这个不等式. 参见 §1.5.5 关于命题 1.8(1) 

的 证明. *~*° 



§1.8 反函数 • 由参数方程确定的函数（习題 759-784) 
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I sin yi -siny 2 \ = 2 | cos - yi ^ V，1 - sin y2 - \ ^ \yi - y 2 |, 

再根据 0 < e < 1，可见从奶 < 2/ 2 即得到 x ( Vl ) < x ( y 2 h 因此水 2/) 是严格单调递增的 
连续函数.应用反函数存在定理就知道存在唯一的连续函数 y = 2/0c) 满足所给的开普 
勒方程. 

为了证明反函数2/ = y(x) 的定义域为（― oc，+oo)， 只要证明2; = x(y) 的值域是 
(一 oo, +00). 

由于 X { y ) = y - esiny 是（- oo，+oo) 上的连续函数，因此它的值域是区间.从 
|e sin 2/| ^ e \ y \ < |?/|可见 x(y) 与 y 同号，&可取到绝对值任意大的值，因此的值域 
是（-00,+00)，这也就是反函数 y(rr ) 的定义域 .口 

解2从习题640已经知道存在唯一的反函数 y = y(x) 满足开普勒方程,且其定义 
域是（- OO, +OC). 余下的问题只是要证明贞 o:) 连续. 

对于点 Xo 和 X，记 yo = y{x 0 ) 和 y = y(x), 则从 y 0 - esiny 0 = rro 和2 /- esiny = a： 
出发，并如解 1 那样利用 | S iny|^[y| 和三点不等式（见 §1.1.4 的习题 21) 就可以估计得 
到 

) x - xo ] = |y ~ 2/0 - e { smy - siny 0 )| 

^ |j/ - Vo \ - ejsiny — sin 2/oI 

^\ y - yol - £\y - yo \ = (i - e)\y - 2/ 0 |, 

因此就有 

\ y - yo \ < Y3j|x-x 0 |, 

可见 y(rc) 于: r 0 处连续 .口 


习題 763 非单调函数 y = f(x) (一 oo < x < 
+oo) 能否有单值的反函数？研究例子 

fx, X为有理数， 

y=< 

I 一 a;， ： E 为无理数. 

解如前面关于反函数知识 （1) 所示，反函数的 
存在性只取决于/是否是其定义域到值域的双射.因 
此非单调函数仍然可能有反函数.本题给出的例子就 
是如此.从其定义可见其定义域和值域都是 R, 而且 
y{x) 实现了二者之间的双射，因此存在反函数. 



习題763的附图 


进一步还可以看出，这个例子的反函数与原来给定的函数完全相同.如附图所示, 
它们的图像由两条直线上的无穷多个点组成，即直线2/ = a; 上的 x = y 为有理数的所有 
点 （ x ，2/)， 和直线 y = -X 上的 x = -y 为无理数的所有点 {x,y). □ 
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习题765证明，不连续函数2/=(1+2： 2 )租112：的反函数是连续函数. 

解由于& = yOr ) 为严格单调递 
增，因此反函数存在. JAy ( x ) 的定义域 
为受= R 和值域为深= (- oo ,- l ) U 
{0} U ( l ，+ oo ), 就可以知道反函数 rr = 
x ( y ) 的定义域和 值域. 

容易直接解出在2/ > 1上有 
x ( y ) = yjy - 1,在 y < —1 上有 x ( y ) = 
— 一 2/ - 1. 此外还有 x (0) = 0. 

在附图中作出了反函数 a : == <?/) 的图像. 

最后只需要讨论其连续性.在 oo , - 1) 和 （ l ，+ oo ) 上当然没有困难.问题在 
于点 2 / = 0是 Wy ) 的定义域中的孤立点，即在（-1， 1) 中除了 y = 0 之外其他点上 0 :( 2 /) 
都没有定义.这时如何考虑的连续性？ 

这时不可能用 Hm x ( 2 /) = x (0) 这样的连续性定义，但是用 e 4语言的连续性定义 

仍然有效.一般而在考虑函数 : r = 在点 J /0 的连续性时，设其定义 域为耸 则只 
要将连续性定义中的12/ - yo \<6 (也就是 y e O s ( yo )) 修改为 

ye O s { yo ) n 

就可以知道在定义域的孤立点处函数连续.在这个意义上本题的结论成立 .口 

注在 §1.7.1 的习题673的例子的讨论中，其中的反函数的定义域虽然不含有孤立 
点，但却是由无穷多个离散的点组成.在那里已经采用了类似的观点以得出反函数处处 
连续的结论（参见该习题的附图). 

下面的习题766并不很难，也可以不引入反函数来解决，然而对于该题的理解则很 
自然地需要考虑其中的反函数的定义域问题，因此下面只对此作分析，而将该题的求解 
留给读者来做. 



习题766证明，如果定义区间 ㈨ 6] 上的函数 f ( x ) 严格单调，且 


那么 


Um /( x n ) = /⑷ (a ^ x n ^ 6), 


lim x n 



分析不妨只讨论/为严格单调递增的情况.对/为严格单调递减的情况可讨论 

_/• 

这时反函数的存在没有问题，而且也是严格单调递增函数.于是对于反函数 
x = f ~ l ( y ) 而言，若记 ?/n = /( x n ), n = 1，2，."，就有 Xn = f ~ l { Vn ), Tl = 1，2，....于 
是问题成为要求证明以下极限 关系： 


lim y n = f ( a ) ==> lim f ~ l { y n ) = / _ i (/( a )) = a . 

n—^oo n—foo 
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显然， 若 f 于点 a 处为右连续，则从反函数定理可知/- 1 于点 /( a ) 处也右连续，从而以 
上结论成立. 

习题766的困难在于没有告诉我们/于点 a 处是否是右连续.现在我们考察，若/ 
于点 a 右侧不连续时，情况究竟如何？ 

根据/的严格单调递增性质，这时一定存在有限极限/沁十0)，且 /( a ) < /(a + 0) 
(参见前面的习题 754). 但这时就对于所有 a < x ^ b 成立 

/⑷ < /(a + 0) ^ /(X )， 

因此不可能存在 x n —♦ a + 0,使得 f ( xn ) /( a ). 

小结： 在本题的条件下， / 必定在点 = a 处右侧连续，因此结论成立 .口 

注 f 在点 a 处虽然右连续，但/仍然可能在点 a 右侧的任意邻近存在无穷多个不 
连续点，从而反函数广 1 的定义域变得很复杂.于是反函数广 1 在点 /( a ) 处的（单侧) 
连续性也需要如上一题那样来理解. 

1.8.2 反函数的单值连续分支（习题767- 779) 

对于给定的函数在其定义域上并非为单射的情况，其反函数一般是多值的.特别是 
对于周期函数来说，其值域中的每个点的原像-定有无穷多个. 

在这种情况下经常采取限制原有函数定义域的方法来得到反函数的单值连续分支. 
最为典型的例子就是如何确定出前4个三角函数的单值连续反函数.这可以参看 
附录一中的习题 311-314 的图像，其中指出了如何取出三角函数的单调区间，并同时作 
出了三角函数和反三角函数的图像，它们关于直线是对称的®. 

下面以正弦函数为例说明，还可以取出其他的单值连续分支. 


习题770求 j / = sinx 的反函数的单值连续分支. 

解如附图所示，若取 sinz 的单调区间 
则就得到反正弦函数 arasiiia ;, 它的定义域是1-1，氺值 
域是[一 f ， f 1，且为严格单调递增的连续函数. 

这样选取反三角函数不是随意的.除了使得反函数 
是某个区间上的严格单调的连续函数之外，还使得其值 
域包含了最为常用的锐角范围. 

如果放弃这最后一个要求，则就有无穷多种选择.在 
附图中只画出了另一种选择，即取 sinZ 的另一个单调区 
间丨 f ， fj , 于是就得到另一个单值连续反函数.将它 
记为以(工)，则有 习題 770 的附图 

yi ( x ) = n — arcsinx . 

® 这里以及下面的反三角函数都是根据习惯将 y = f ( x ) 的反函数 x = f -^ y ) 中的 X ，2/对换，将反函数 
重记为 y = /- 1(怎).这时它们的图像关于 y = x 是对 称的. 










170 


第一聿分析引论 


不难考虑一般情况.设为整数，则 y = sinrr 在 


fcTt -号 < a: < 夂艽 + I 


上严格单调连续，于是存在反函数，将它记为 y k ( x ), 则从 

y = sin x = sin(x 一 fc 兀 + kn ) = (― l) fc sin(x — kn ) 

得到 sin(x - kn ) = (- l ) k y . 利用 \x - kn ) 彡号•，同时 arcsin x 为奇函数，就得到 
x — kK = (~ l) k arcsiny . 对换 i，y 后得到 

Vkipc ) = kn -\- (一 1 产 arcsin x . □ 


注根据反函数的一般概念，/ o 广 1 和 r 1 。/分别是深 (/) 和多 (/) 上的恒等映 
射.关于三角函数和反三角函数则有以下恒等式，它们是计算和证明许多公式的基础. 


sin(arcsin x) = x , \ x \ < 1, 

arcsin(sinx) = x, 一号 < a ; < 号; 

(1.46) 

cos(arccosx) = x, \x\ ^ 1, 

arccos(cosx) 二 x ，0 彡 x 彡兀； 

(1.47) 

tan(arctanrr) = rr ， a: G R, 

arctan(tan x) = x, -y < x < ^\ 

(1.48) 

cot(arccotx) = rr ， x e 

arccot(cotx) = x ， 0 < x < 71. 

(1.49) 


值得注意的是： arcsin (sin x ), arccos ( cosrr ), arctan ( tanrr ) 和 arccot(cot x ) 在各自 
的自然定义域上也是常用的周期函数，它们的定义域和周期分别与 sinrc , cosx , tanx , 
cotx 相同. 

首先看 arasir ^ inrr ). 当 : r e [|•，警 j 时，兀 — a : e 因此由 （1.46) 的第二 

式就有 arcsin ( sin (7 i 一 rr )) = 71 — a ;， 于是得到 

arcsin ( sin ^) = 7 C — x , f 

然后按照周期271延拓即可.其图像是附图 （ a ) 所示的锯齿波（又见附录一的习题 318). 
其次看 arccos ( cosx ). 由于它是偶函数，因此在 ： r e [-7 r ,0| 上就有 


arccos ( cosx ) = - x , 一 7 C 彡 a : 彡 0. 

然后按照周期 2 tc 延拓即可.其图像是附图 （ b ) 所示的锯齿波（又见附录一的习题 320). 
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接下来的两个函数 arctan ( tan : r ) 和 arccot ( cot x ) 都是周期为 7 C 的周期函数，因此 
只要分别将 （1.49) 和 (1.50) 中的表达式按照周期 K 作周期延拓即可.它们的图像分别 
是附图 （ c ) 和 （ d ) 所示的锯齿波（附图 （ c ) 又见附录一的习题 321). 


V 



接下来的两个习题是反三角函数的恒等式，我们对其中第一•个给出证明. 


习题774证明恒等式 arcsincr + arccos x = 


n_ 

T. 


解 1 将欲证的恒等式改写为 


观察两边的正弦值. 
由于有 



— arccos x , 


sin(arcsin x ) = x , 


sin (-5 - - arccos x ) — cos(arccos x ) = x . 


因此两边的正弦值相等.根据反正弦函数和反余弦函数的定义，有 - f < arcsin.r < 

f , 0$ arccos a : ^ tt , 可见改写后的恒等式两边的角的范围相同，而在此范围内正弦相 
同的角一定相等（即 （1.46) 的第二式) .口 


解2计算恒等式左边的正弦值.利用三角函数的和角公式得到 
sin(arcsin x + arccos x ) = sin(arcsin x ) cos(arccos : r ) + cos(arcsin x ) sin(arccos x ) 



1 — sin 2 (arcsin x ). - cos 2 (arccos x ) 



注意其中利用了 — I < arcsinx ^ 因此 cos(arcsinx) > 0, 又利用了 0 彡 arccosx ^ 

K, 因此 sin(arccosx) ^ 0, 于是两个平方根前的符号都大于 0. 

最后，由于 一 ■彡 arcsin x - I - arccos x ^ , 而在此范围内的角的正弦为1时，角 

只能是 .口 

习题 776-778 是反三角函数的加法公式 [171, 即对于指定的反三角函数（反正切、反 
正弦和反余弦)，要将两个反三角函数之和用一个反三角函数来表示.这时由于取和 









后的区间与指定的反三角函数的取值区间未必相同，因此要根据变量的不同范围而进 
行“补偿”. 

由于这三个加法公式的证明方法相同，因此我们只详细写出第一个公式的证明，而 
对其余两个公式只给出简要的分析，其细节留给读者去完成. 


习题776证明反正切加法定理 


arctan x + arctan y = arctan 


1 - 


其中 e = e { x , y ) 是只取 0, 1， —1 三个值的函数 • 

在给定 x 值后， y 取何值时，函数 e 可能不连续？在平面 Oxy 上作出函数 e 连续的 
对应区域，并给出这个函数在所求得区域内的值. 

解从< arctan x < | 和 — < arctan ?/ < y 可见有 

—n < 7 = arctan x + arctan y < n . 


另一方面，由正切函数的和角公式和 (1.48) 的第一式有 

_ tan ( arctanx ) - f - tan(arctan y ) _ 


〆 =arctan 


— xy 


1 一 tan ( arctanx ) - tan (arctan y ) 
，则有 


x-\-y 
1 - xy 


f <7. 


arctan 


一工 y 


<f 


可见虽然有 tan 7 = tan Y ， 但未必一定有 7 


为了区分 < I •和卜 I > |，可以利用 cos 7 的符号. 

利用附图 1 中的两个小图，有 

cos ( arctanx ) = , ^ ， cos ( arctan ?/) = —^ ~ 

vl + x 2 v 1 + V 2 

sin (arctan x ) = x , sin ( arctani /) = — —- ■ -- 


这样就得到 


cos 7 = cos(arctan x - I - arctan y )= 


1 + y 2 


由此可见 ，若邱 <1，则 7 和 7 '同在区间 （-f ， f ) 内，因此7 = 7 '. 
若叩 =1,则 7 = 因此它没有正切值. 

在 : cy > 1时| 7 | > f . 这时有两种可能性. 

(1) 若/ > 1且〉0,则它们的反正切值都大于0,因此只能是 ' 

為 

i 


f , 


习题776的附图1 


76 


(|，兀)，于 
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(2) 若叩> 1且仏 y < 0,则它们的反正切值都小于0,因此7 € (-1 - y ), 于是有 

7 = 一 K. 


小结： 如上所示已经证明了反正切加法定理，其中 
的二元函数 

{ 0， xy < 1, 

1 ， xy > l,x,y > 0 y 
—1 ， xy > l,x, 2 / < 0 

在 邛=1 处没有定义.如附图 2 所示，标出了 e = 0的阴 
影区，其中 7 = Y . 此外在： ry > 1的两个区域处 e = 士1. 
若给定 A 则 s 在？/ =丄处有第一类不连续点 .口 


f \ 

<• I 



1 2 


习题776的附图2 


注类似的问题己出现在 §1.5.5 的习题585和 §1.7.1 的习题 674( h ) 中. 

习题777证明反正弦加法定理 

arcsinx + arcsin y = (― l) c arcsin ( x/l - 沒’ 2 + y \/\ — x 2 ) + en (| x | ^ l ，| y | 彡 1)， 

其中 

^ fo , Z 2 /彡 0 或 a : 2 + y 2 彡 1， 

I sgnx ， : ry > 0 和 x 2 + y 2 > 1. 


分析这时 7 = arcsin x + arcsin 2 /在卜 71，兀；内，只要根据 
l 7 l 彡吾和 |7| >吾两种 情况. 整个证明与习题 776 类似 •口 


7 的符号就可以区分 


习题778证明反余弦加法定理 
arccos x + arccos ? / = (― l) c arccos {xy — %/1 — x 2 

其中 


- y 2 ) + 2 en (\ x \ $ l ，| y | 彡 1) 


£ = 


◦，x + y > 0, 
1， x -r y < 0. 


分析这时 7 = arccos x + arccosy 在[ 0 , 2 祠内.与前两个加法定理的差别只是现 
在需要用 sin 7 的符号来区分 7 <冗和 穴口 

习题779是学习应用前面的反正弦加法定理将函数表达式化简，然后作出其图像. 
当然也可以有其他解法.下面给出其第一小题的解答. 

习题 779( a ) 作函数 2 / = arcsin x - arcsin Vl - a : 2 的图像. 


从反正弦函数的几何意义出发，容易得到函数2/的分段表达式. 
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A 



如附图1所示，在 : r > 0时从直角三角形 0 A 5 可见有 
a = arcsin x , 3 = arcsin\/l — x 2 , Ka + (3 = 号，于是有 


y = arcsin x — arcsin 


y/l — x 2 = a — +2 a 


=— - + 2 arcsin x . 

在 x < 0 时，从直角三角形 OAi ? 可见仍然有 y = a _!3、 
只是这时的 a < 0.利用/3 = | - | a |, 就得到 

y = a-0 = a-[^-- (- a)] = 

在 : r = 0 时直接有 2 / = —arcsin 1 = —|. 于是就可作 
出附图2中的函数 2/(: r ) 的图像 .口 

解2也可用反正弦函数的加法定理（习题 777) 求 y = y ( z ) 的分段表达式. 

因 arcsin x 为奇函数，有 - arcsin \/1 - x 2 = 


arcsin (— v/l - x 2 ). 从习题777可见，0前反正弦函数的 
自变堡为: c 和 一 满足 a : 2 + (- vT ^2) 2 - 1,因此有 

y = 


一 arcsin \/\ — x 2 


K 


2 

-1 

\ 

! 0 

J 

/ 1 x 

1 

1 

1 

4 


习題 779 ( a ) 的附图 2 


= arcsin(x|x| — yl-x 2 vl — a: 2 ) 

= arcsin(x|xj + x 2 — 1). 

当一 1 彡 o:<0 时 j/ = arcsin(-l) = 一 f ， 而当 0 彡 a: 彡 1 时有 
y = arc8in(2x 2 一 1). 

后者还可进一步化简.令 o: = sin f ,则有 

sin(arcsin(2x 2 — 1)) = 2x 2 — 1 = 2 sin 2 i — 1 = - cos2f 

=—sin ( 晉 - 2t) = sin(2t — 晉 ). 

由于这时有 一| < - 号 < 因此 arcsin(2x 2 - 1) = 2 arcsin x - y. □ 

注最后一步也可如下进行.令 x = cos M) < t < f ， 则可用习题 774 得到 
arcsin(2x 2 - 1) = 号 - arccos(2x 2 - 1) = 号 - arccos(cos 2t) 

=号一 2t = 号一 2 arccos x = 一号 + 2 arcsin a;. 


1.8.3 由参数方程确定的函数（习题 780-784) 

这里的几个题并非用于讨论由参数方程确定的函数的一般性质，而只关心是否能 
够从 : r = : c ⑷和 2 / = y ⑷确定函数 2 / = y { x ). 其中最为常用的条件就是 : c = a : ⑴存在 
反函数 t = t ( x ), 从而就得到 y = 7/( t ( x )); 例如在 a : == a ; ⑷的单调区间上可以确定反函 
数.然后还提出了更广泛的一些条件.它们也保证了 y = 2/(0：) 的存在. 

下面只对前3题给出解答.其余各题可以参考《习题集》后的答案. 
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v 



习题780的附图 


习题780已知方程 

x = arctant , y = arccot t (一 oc < t < + oo ), 

求函数 y = y ( x ). 这个函数的定义域是什么？ 

解从 : r = arctan t 就得到 t = tanx , —y < x < y . 将上述 
尤 = t ( a :) 代入 y = y ⑷中，并写为 

y = arccot(tan x ) = arccot [ cot(-y — x )]. 

这时 f - x € (0, K )， 因此可以用前面 (1.49) 中的第二个恒等式，就得到2/ = | - x . 定 
义域如前已经得到为 □ 

注只要作出一个直角三角形，它的两个直角边的长度为1和纟>0,就可见 
和是这个三角形的两个锐角，因此结果是显然的.对 i < 0也有类似的解释. 

习题 781 设 x = coshi , y = sinh t (-oc < t < - foo ), 问参数 t 在怎样的变化范围 
内，可以将看成为变量 o : 的单值函数？求2/在不同区间上的表达式. 


解回忆双曲正弦函数和双曲余弦函数的定义及其图像（参考：^题340及其在附 
录一 中的图像)，可见$ = 有两个单调区间，以 t = 0为分 界点. 因此当参数尤 
在（- oc ,0 j 和 [0，+ oo ) 上时就可以分别确定出两个反函数 i = t { x ) y 其中： r 的范围为 
[1,- f - cx )), 然后将它们代入 y = y (0, 就得到两个 2 / = 2 /( x ) 的单值函数.它们的几何表示 
见附录一中的习题 369( d ) 的图像. 

利用: r 2 - y 2 = \ 就容易求出 这两个函 数的表达式为 

2/1 ( x ) = y / x 1 - 1, x e [1, + 00 )， 

2 / 2 ( x ) = — yjx 1 - 1, x e [1, + oo ). □ 

习题 782 由方程组 rr = =轉 ) (a < f < 列确定 2 /作为: r 的单值函数的充 

分必要条件是什么？ 

考察例子:$ = sin 2 t y y = cos 2 t . 

解我们知道， a : = 存在反函数是保证 2 / = y (： r ) 的一个充分条件.本题则提出 

了一个相当一般的问题，即用参数方程能够确定 y = y ( x ) 的充分必要条件是什么？ 

由于这个问题过于一般，因此其答案并不难，这就是在 a ： = 的值域中的每•一个 
x 值的原像如果多于一个的话，这些原像在代入 y = 4(0 后必须得到同一个值. 

下面来观察题中提出的例子. 

由于 rr = sin 2 «和 y = cos 2 £是周期等于 n 的周期函数，因此每一个 I 对应的原像 
有无穷多个.然而从 y = cos 2 1 = I - sin 2 ^ = 1 - x 可见， y 是 x 的单值函数是没有问题 
的.这就是说每一个 a ; 值的无穷多个原像 t 对应的值都是相等的 • 

也可以一开始就限制在一个周期长度的区间 [0,n] 考虑，则除了工=1只对应于 
t = f 之外，其他: r 值在这个区间内也都有两个原像.这时上述条件仍然满足 .口 
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§1.9 函数的一致连续性（习题 785-808) 


内容简介一致连续性是连续函数的整体性质之一，是比较精细的概念.本节对于 
一致连续性的学习提供了丰富的基本训练题.从理论方面来说最重要的是康托尔定理， 
它解决了在有界闭区间上的连续函数是否一致连续的问题.在此基础上习题 806.2 解决 
了在有界非闭区间（包括有界幵区间）上的连续函数是否一致连续的问题. 

在讲解习题之前，先补充关于一致连续性的一些基本事实，它们都可以从定义直接 
推出，且在下面的许多讨论中很有用处. 

命题 1.11 若/在数集 J 上一致连续，则有以下 结论： 

(1) / 一定在数集 J 上处处连续； 

(2) 若数集 J C /，则/也在数集 J 上一致 连续； 

(3) 若数集/有界，则/在数集 J 上有界. 


证 为简单起见只对于/为区间写出证明. 

(1) 从一致连续性的定义知道，对于任意的 e > 0,存在5 > 0,使得当 x ， ， x f, 满足 

| x 7 - x n \ < 5时，就成立 1/( x 0 - < e . 

将 i 取为区间7中的一个固定点抑，又改记 rr 〃 为: r ， 则就可以看出 f 在点 x 0 连 
续.由于 x 0 可以是区间/的每一个点，因此/在了上处处连续. 

(2) 从定义即可 推出. 

(3) 先取 s = 1. 由定义知存在 J > 0,使得当 x ' 〆 满足 |〆 一 z "| < (5 时就有 

由于区间/有界，在其中插入有限个点，并与两个端点一起记为 a < 0：! < x 2 < 
使得其中相邻两点的距离均小于 6. 于是区间 J 中任何一点2：至少与某个 
Xi 的距离小于5,从而有 

1 / ⑷卜 1/(:) 一 /( 妁 ）+ f( x i)\ < 1 /⑻一 /㈣I + \fM < 1 + 1/( 而 )1. 

由此可见只要取 

M = 1 + max{|/(xi)|, |/(x 2 )|, … ， |/(x n )|}, 

就对一切 zGJ 有 |/(: c )|< M ，因此/在7上有界 .口 
下一个习题对于理解一致连续性概念非常有益. 

习题圆柱型套筒的宽度为 e , 长度为 d , 将套筒套在曲 线？/ = @上并使 
套简的轴平行于 Oo : 轴而滑动， （5 应取何值时，可以使得这个套筒顺利地在不等式 
-10 10所确定的曲线上滑动，其中 

( a ) e = l ; ( b)e = 0.1; ( c ) 5 = 0.001; ( d ) e 为任意小数. 


分析首先要对题意作一些解释.在下面的分图 （ a ) 中作出了曲线 w == &，同时 
用5个灰色的矩形示意地代表不同尺寸的套筒，但只在一个套筒上标出了它的宽度 s 和 
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长度& 同时还在这个套筒中间用节线表示该套筒的轴线.按照条件，套筒的轴线必须 
与: z ： 轴平行，这也就是矩形的上下两边与 x 轴平行，而其左右两边与 y 轴平行. 

套简在曲线上滑动的含义在分图 （ a ) 表现为在任何情况下曲线必须从矩形的左右 
两边穿过矩形，而不能与上下两边（除了端点之外）相交.除了这个要求之外，套筒（即 
矩形）与曲线的相对位置没有限制. 

容易看出，在画出的几个套筒中，有的难以在图示的曲线上随意滑动.例如最左边 
的那个矩形就很难通过曲线在原点的那一段. 

对于给定的宽度 e 来说，5不能太大是明显的.问题就是要找出6 = 6(e ), 使得长度 
为在 的套筒能够在区间 [-10, 101上的曲线2/ @上自由滑动. 

容易将这个要求与一致连续性概念联系起来.对于满足上述要求的\当 lrr -^1 < 
J 时，就满足 |/( x ) - < £的要求.根据康托尔定理，本题一定有解.问题只是要 

具体计算出以幻的数值公式. 




解如附图的分图 （ b ) 所示，考虑一个极端情况，即曲线恰好通过代表奁筒的矩形 
的左下角和右上角.这表明对于给定的 e > 0,套筒的长度5己达到最大.记左下角的顶 
点为右上角的顶点为 (x uVl ), 则有 

J/= ^ xi ^x + S, 2/1 = 2/i = y 十 e. 

于是从 

v^x + (J - = e 

就可以求出 

S = 4 - 3^xe 2 -f-e 3 . 

这表明套筒的允许长度是与左边的横坐标有关的.于是问题就是在-10 < 0： < 10上 
求出上述5的最小值.实际上从分图 （ a ) 可见，困难在于原点附近的曲线非常陡，随着 
| x | 的增加，曲线变得越来越平坦，套筒的滑动变得更为容易，因此上述区间的端点的具 
体数值 -10 和10并不重要. 

为清楚起见，令 u =界，则5 = c (3^ 2 + 3^- f - e 2 ). 这个二次三项式的最小值点是 
u = 也就是 o : = - ^的域小值是这就是套筒容许的最大长度.当然为 

了能够顺利滑动，不至于发生分图 （ b ) 那样的极端情况，套筒的长度 <5还应当小于这个 
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数值.这就是所要的答案. 

对于三个具体的套筒宽度^用上述公式得到套筒长度的最大允许 值为： 

( a ) 5(1) = (6) J ( O . l ) = j • 10- 3 ， ( c ) 5(0.001) = I • 10- 9 . 

最后可以看出，套简的最大允许长度实际上可以从分图 （ c ) 得到简单的解释.其中灰色 
矩形代表的套筒实际上处于最为困难的情况.只要这里能够滑动过去，其他地方是不成 
问题的.于是 <5的最大允许值就满足 

香 = (音) 3 ’ 

这就提供了前面得到的公式6 这个套筒的左边的横坐标就是前面解得的 

x = :-香 .□ 

注最后将上面所用的思路再重复一下.先是从极端情况（即分阁 （ b )) 求出套筒的 
允许长度 (5( x ， e ). 然后对于所有: re 卜10, 10] 求其最小值，得到 

•上/ ㈣ ， 

这就是在整条曲线上的套筒的最大允许长度. 

习题787用语言正面叙述下面的论断：函数 f ( x ) 在某一个数集（幵区间、闭 
K 间等）上连续，而不在该数集上一致连续. 

解记该数集为 X ，则一方面对于每个点 x 0 6 X 和任意的 e > 0,存在5 > 0, 
使得当 ： c € n X 时成立 \ f { x ) - f { x Q )\ < e ; 另一方面，又存在一个如 > 0,使 
得对任意的5 > 0, 存在两个点 x \ x 〃 € X , 它们满足0 < | 〆 — a :"| < A 同时成立 
|/(x0□ 

注前半题即是在一般数集上的连续性定义，后半题即是要正面表述/在 X 上为 
不一致连续，这只要对一致连续的定义用对偶法则即可得到.类似的习题在前面已经见 
到，例如习题87, 668等. 

在学习一致连续性这样的精细概念时，能够随手举出不一致连续的例子是大有帮 
助的.下面就是最常用的例子 之一. 

习题788证明，函数 f ( x ) = 在区间（0, 1) 上连续，但在这个区间上不是一致连 
续的. 

解1由于区间 （0,1) 有界，而函数 /( x ) = ^ 在该区间上无界，因此用命题 1.11(3) 
就知道/在（0，1)上不一致连续 .口 

解2可以结合/(4 =丄的图像来理解下面的证明. 

用反证法.设 f { x ) = +于 (0,1) 上一致连续，则对于印=1，存在6 > 0,当 
〆〆 e (0, 1) 且| 〆 - 词 < m ? 就成立 ，，， 

1/(0 — -\jr-^r\ = ^r 1 < = 1 - 
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习题788的附图 


现对于正整数 n > 2令（在附图中取 n = 2) 



n 


x "= 



这时有 

I ?-华去 • 

另一方面对于 f { x ) = 则有 

«zr 

/( 去) 一八去 )l = |n - 2n|=n > 2>1 ， 

可见只要取 n 足够大，即使得 

n 〉 去， 


就可以满足 + <<5,但 |/( x ，）-/( x ' / )| = n > e 0 = 

1，从而引出矛盾 .口 


注这个例子清楚地告诉我们，一致连续是一种非局部性质（即整体性质)，它不能 
由函数在所给的定义域中处处连续推出.因此今后在谈论一个函数一致连续或不一致 
连续时，必须首先说明是在哪一个区间上讨论问题. 

与习题788中的函数无界的情况不同，习题789以 （0,1) 上的函数 f ( x ) = sin f 为 
例，表明冇界开区间上的有界连续函数也可以是不一致连续的.习题790则以 R 上函 
数 f ( x )= sinx 2 为例，表明无界区间上的连续函数也可以是不一致连续的.这两题的讨 
论非常相似，读者可以参# §1.4.2 中的习题299和298的图像. 


习题 791 证明，如果定义在区间 | a ，+ oo ) 上的函数 /( x ) 连续，且存在有限的极限 
lim f ( x ), 那么/在这区间上是一致连 续的. 

X—> + CX) 

解记 /(+ OC ) = A 对随意给定的£ > 0,存在 M > a ， 使得当 X ^ M 时成立 
|/⑻ ~AI<f. 于是对任意的 忒 0 ：〃 彡 A /， 就有① 

|/(x') - /㈡ | < |/(工，） - 涮 + |/(，） -A|<e. 

在区间 [ a , M ] 上用康托尔定理，对上述同一个 e > 0,存在 J > 0,使得当 x ，, x ，， € 
[ a ， 州时，只要满足 | x ' -: r "| < (5,就成立 |/( x 0 - f { x n )\ < s . 

留下的问题是 x f <M < x r, 时如何才能使得 |/(〆 ） - /(x ,, )| < e ? 一种方法是利 
用/在点 M 的连续性.对上述给定的 e > 0,存在 V > 0,使得对于 x € 0 6 / { M ), 成立 
|/(:r) 一 /(M)| < f. 于是当 a :' 彡 M 彡 : r", 且 I〆 - x"| < 5' 时，就有 〆，， e 0 〜 (M )， 
从而满足 1/( x 0 - /(xm ^ 1/00 - /( M )| + |/( M ) - < e . 

综合以上就知道，对于随意给定的 e > 0,存在5〃 二> 0,使得当 
x \ x ,f € [ a ，+ oo ) 且 | x ' - x "| < (5" 时，成立 \ f ( x f ) - f ( x ,r )\ < e . 这样就证明了 / 在 
[ a ，+ oo ) 上一致连续 .口 

® 初学者在这里容易发生误解，即以为到这里己经证明了 /在 [M, +00) 上一致连续.其实这里的 M 是 
根据 e > 0而取的，因此 [Af, +oo) 不是一个确定的区间. 
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习题793函数 f { x ) - x 2 在下列区间上是一致连续的吗？ 

( a ) (-/，0,其中！是任意大的 正数； 

( b ) 区间 （— oo , + oc ). 

解 （ a ) 对给 定的/ > 0来说，可直接估计€ H ，/) 时的函数值之差 如下： 

\ x ,2 - x " 2 | = I〆 一 rr "| • I〆 + rr "| < 2 Z • I〆 一: r "|, 

因此对于任意给定的 e > 0,只要取 *5 = f 就足够了. 

( b ) 若设 /( x ) = x 2 于 R 上一致连续，则对 e = 1，存在 (5 > 0,使得只要 | x ' -; r 〃| < J ， 
就有 \ x f 2 - x ff 2 \< l . 

取定 x " = X ，+ |,则有 

1 > I〆 2 - W 2 | = |〆 + — ’| = 12/ + 41 . 4 > (2|^| -|).4 ， 

于是得到 

|a：,1 < 吾 + 香)， 

这与 | x ' l 可取到任意大的正数相矛盾.可见 f ( x ) = a : 2 在 R 上不一致连续 .口 

注这里又会遇到这样的问题，即如何判断 /( x ) = rr 2 在 IR 上一致连续或不一致连 
续？如本题所示，要想证明它在 R 上一致连续则永远不会成功.如前所说，在缺乏经验 
时，遇到这种幵放题，若判断错误，则就做不出来了. 

关于无界区间上的函数的一致连续性没有一般性的结果，但有一个必要条件还是 
很有用的.这就是当/在 R 上一致连续时，一定存在非负常数 a 和 b ， 使得成立不等式 

|/( x )| < a \ x \ + 6, 一 oo < x < + oo . 

我们知道线性函数2/ == a:r + 6在 IR 上一致连续，于是上述结论告诉我们，如果函数/当 
| a :| 趋于无穷大时的增长速度超过线性函数的话，就一定不会在 R 上一致连续 ®. 

习题796研究 /( x ) = ^•在 （0， k ) 上的一致连 续性- 

解补充定义/(0) = 1, /( Jt ) = 0,则就得到在有界闭区间 [0^1 上的连续函数.根 
据康托尔定理，延拓后的函数在 [0,71] 上一致连续，可见原来的函数在 (0,71) 上也一致连 
续 .口 

注这里包含两点思想.一是利用命题 1.11(2), 二是利用强有力的康托尔定理.这 
样就避免了直接从 ^(5 定义去进行证明. 

习题800研究 f ( x ) = zsino : 在0彡 x < + oo 上的一致连续性. 

解1研究/在可以无限接近的两个点列 mr + +和 rm (n = 1，2，... ） 上的函数值 
之差.写出 

①这个结 果的证明并不很难：读者可以一试. 见 [23 j 的第五章第一组参考题 20. 在该书中还收入了与一 
致连续性有关的许多其他 习題. 
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1/㈣ 十去）一 /㈣I = M + +) • sin + = 7C • 


sin 


n 


+ n Sin t 


n 


可见 lim 1/(7171+ 丄） -/( n 7 C )|= 71. 于是只要取0<50<71，就存在#，当打>斤时，两 

n—^oo 71 

点咖十+和抓之间的距离可以小于事先指定的任意小的正数，但丨 — 
却大于可见 / Or ) 在[0, + OC ) 上不一致连续 .口 


解 2 (概要）注意到在 [2n7C, 2 rm+ 晉]上有 f{2nn) = ◦ 和 f(2nn+^-)^ 2n7C 十晉， 
因此在长度为 f 的这样的区间上/的振幅是没有上界的. 

另一方面，若/在 [0，+oo) 上一致连续，则利用命题 1.11(3) 的方法可以证明|/|在 
丨 2rm，2n7i+|~l 上存在与 n 无关的上界，引出矛盾 .口 


注由于本题的/在队 + OC) 上满足 |/(x)| ^ |x|, 但却不一致连续，因此在习题 
793的注中提出的条件确实只是必要条件，并不是充分条件. 


习题 801.2 证明，如果函数 /(x) 在区间 [d，c] 和 [c，6j 上都一致连续，那么这个函 
数在两个区间的并上是一致连续的. 

解1从条件知道/在点 c 处同时左连续和右连续，因此/在㈨ 6] 上处处连续.用 
康托尔定理即得所求的结论 .口 

解2对任意给定的 e > 0,存在心和知，使得当 a/，，e la，cl 且 <(5 a 时成 

立 |/(0/)-/(，)| < f 又使得当 ^，a:" € 且 |z'-:r"| < 心时成立 |/(x') — /(x")| < 
£_ 

了 • 

取 (5 = mm {6 u d 2 }, 则对于忒，€ [a,6j 且一 a:〃| < 5时，如果这两个点同时在 
c 的左侧或右侧，则已经有|/(〆） - f { x n )\ < e . 如果 r〃 处于点 c 的两侧，则不妨设 
x 1 < c < x n ,于是就有 

|/(2：') — /(X")| < |/(X0 - /( C )| + |/( C ) — f{ X f ')\ <f + f =6. 

因此 / 在 h&l 上一致连续 .口 

注解1利用了康托尔定理，因此极其简单.然而解2仍有其价值.因为本题中的 
两个闭区间完全可以换为其他区间，甚至是无界区间，例如（- oo，cj 和 [c 3 +oo ), 结论仍 
然成立.这时解2仍然有效，但解1失效. 


习题802 (d ) 对 e 〉0,求 (5 = 6( e ), 使得函数 f ( x ) = ^ 在区间[0, +oo) 上满足 
一致连续的条件. 

解1给定任意的 e >0. 

若 X ，， X ，' 中至少有一个大于1，则只要用分子有理化的方法即可得到 
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因此取 8 x = e 就可以使得当 |rr" _ 4 〜时，成立一 v^| <己 

若 W e [0,1], 则可用康托尔定理， 存在 S 2 , 使得当 | rr 〃- rr'l <心时，成立 
\Vx^ — x/x 7 ! < £. 

合并以上讨论，只要取6 = minM(5 2 }， 就使得对于任何 € [0,+oc ), 只要 
|x" — a:'| < d 时就成立 — Vx 7 ! < s . □ 

解 2 本题可以用一个初等不等式解决. 

在 a，6 > 0时，将下式两边平方即可推出不等式 

\/a + b < \/5 十 

可见对于0 < 〆 < 3：" 就有 y / x ^ = yjx u - x f - hx ; ^ x / x 7 + y / x f, - x f , 也就是 0 < 
v^ 77 - Vx ,r - x \ 对 0 < x〃 Cr' 可作同样讨论，最后就得到不等式 

{ Vx ^ - Vx ^ ^ y /\ x n - X’l. 

因此对于 e >0 取 5 = e 2 即可. 口 

注与《习题集》中的习题799比较，那里要求证明 /(a0 = v/5 在 tl,+oo) 上一致 
连续.本题的结论更强.还可以注意到， f ( x ) == 在^ = 0处非常陡.学过切线定义和 
导数的读者知道/的图像在点 (0,0) 处有垂直切线.但这不影响/的一致连续性.当然 
前面讨论过的习题786中的函数 f ( x ) = ^ 也是如此（参见其附图). 


习题804证明，在区间 ( a , b ) 上冇限多个-致连续函数的和与积在此区间上也是 
—致连 续的. 

解1只给出后半题的证明.又只要讨论两个函数的情况就足够了. 

设/,分在（《,6〉上都一致连续，则根据命题1.11(3)，它们都在该区间上有界，即存 
在 M > ()，使得对每个 rr € ( a ,6), 同时成立 \ f { x )\ < M 和 \ g ( x )\ < M . 

又对任意的 e > 0,存在 J > 0,使得 〆 ，: r 〃 e ( a ，6) 且 〆 - a :〃| < 6时，同时成立 

|/(，卜 /( 〆 ，)!< \ g { x f ) - g { x ff )\ < 命 • 

于是也就同时成立所要求满足的不 等式： 

1 /( 工 W) - /(?W，)I < \f(x f ) 9 (x f ) - f(x ft )g{x f )\ + |/(〆')〆〆) ， f(x ff )g(x ff )\ 

< IPOOI • 1/(〆)- /(，)l + 1/(，)1 • I〆〆) - 5(^)1 

解2设前半题的结论已经成立.这时对于后半题可介绍以下 方法： 对于乘积形式 
的许多问题，除了解1的插项方法之外，还有下面的一种方法可用. 

首先证明以下结 论：设 F { x ) 于有界区间 ( a , 6) 上一致连续，则 F 2 ㈨ 在 ( a , 6) 上也 
一致连续. 

从命题1.11(3)， _ F ⑷在 ( a ， b ) 上有界，即存在 M > 0,使得当 : r € ( a ,6) 时 
\ F { x )\ < M . 这时对于给定的£〉0和， : c 〃 G ( a ，6)， 由于 F (: r ) 在 （ a , b ) 上一致连续, 
存在 J > 0,使得当 - a/l < 5时，成立 \ F { x ,f ) - F ( x , )| < 春. 
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然后从 

\ F 2 ( x ,r ) - F 2 { x f )\ = \ F {^) - • \ F ( x ,f ) -f F ( x f )\ < 2 M \ F ( x ff ) - F ( x e )\ 

可见，只要 V - < 5,也就使得 | F 2 ( x ") - F 2 ( x 0| < £. 

最后利用下列恒等式 

f ( x ) g { x ) = j {[ f ( x ) + g ( x )} 2 - [ f { x ) - g { x )} 2 }, 

将乘积转换为和差与平方的复合，从而只要反复利用前半题和刚才证明的结论，就可以 
推出 /(： r ) Wx ) 在 （ a ，6) 上一致连续 .口 

注1前半题中的区间可以推广为无界情况，但后半题则不能.例如前面的习题 
793( b ) 就提供了一个反例，即 /( x ) = g ( x ) = a : 在; R 上一致连续，但它们的乘积却不是. 

注2本题当然可以用后面的习题 806.2 的结论得到，正像本题若将区间改为 [ a ,6], 
则用康托尔定理即可.然而从上面的解可见，本题从条件到结论是比较简单的，只要用 
一致连续性定义即可得到. 

习题 806.1 证明，如果函数 /( W 在有限区间&，幻上一致连续，那么极限 

A = lim /( x ) 和 B = lim f ( x ) 

: r—*a 十0 x —♦/)—0 

存在.这个定理可以推广到无限区间 （ a ， fe ) 吗？ 

解 不妨只证明第一个极限存在. 

对于随意给定的 e > 0,存在 J > 0,当 G ( a , 6) 且满足 一 a :"| < (5 时，成立 
l /( Y ) - f{x n )\ < e. 由于这对于 ( a , a+ 5) 中的任何两点 X ， ， x ，， 成立， W 此就已经满足 
关于单侧极限 x - a - fO 的柯西收敛准则，于是极限 A ^ f(a + Q ) 存在. 

最后容易看到这里的结论不能推广到无限 R 间上.例如在 R 上连续的周期函数必 
定一 致连续，如 sinx , C 0 S ： r 等都是如此，但是它们在 Z — 土 oo 时不收敛.《习题集》中 
没有这道题，但有习题 802( e ), 即要证明在 S 上 f ( x ) = 2 sinx - cosx —致连续 .口 

注学过一元微积分的读者都知道，实数系的几个基本定理都彼此等价，但其中的 
柯西收敛准则要到积分和级数中才起重要的作用.本题可以说是连续函数理论中柯西 
收敛准则的最重要应用了.下面对本题的结论为什么成立作一点解释. 

与此有直接关系的就是函数的上下极限，以及与此有关的习题758 (参见 §1.7.5 的 
最后一题).例如仍然观察极限过程 : r — a 十0时的函数/的性态.这时上下极限总是存 
在的，即有 

I = lim f ( x) t L = lim f ( x ). 

x — a+O x — tt +0 

从命题 1.11(3) 可知 / 有界， Z ， L 都是有限数. 

用反证法 .若 1< L , 则极限 /(a + ◦) 不存在.任取 （ Z ， L ) 中的两点仍，奶，使得 

I <yi < V2 < L , 

则习题758告诉我 们在⑷ 6) 内存在两个数列 :<，<， n = 1，2，“•，使得一方面有 
a :。— a 和4 — a ， 另一方面却对一切正整数 n 有 
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/«) = yi < /«) = V2 

(这里利用了习题758的注中提到的更强的结论).这明显违反了 /在 ( a ， b ) 上一致连续 
的条件. 于 是习题758的结论提供了本题的 另一个 证明，只是长了 一点， 不如用柯西准 
则简短得多. 

习题 806.2 证明，在有限区间 ( a ,6) 上定义的连续函数 f ( x )， 可以连续拓展到闭区 
间 [ a , 6] 的充要条件是 •. 函数 /( x ) 在开区间 ( a , 6) 上一致连续. 

解 充分性.若/在 ( a ,6) 上一致连续，则直接用上一个小题就知道存在4 = 
/(a + 0) 和 谷 =/(6 — 0). 于是可以定义 

{ A , x — 

/(工 )， a < x < b ， 

B 、 x = b , 

这就是所要的延拓. 

必要性.如果/可以连续延拓为^61上的连续函数 F ( x ), 则从康托尔定理知道 
F 在 K 6] 上一致连续.由于 （ a ，6) C [ a ,6], 因此 F 也在上一致连续（参看命题 
1.11(2)). 然而在 （ a ，6) 上 F ( a :) s /( x )， 因此这就是说/在 （ a ，6) 上一致连续 .口 

注类似地可以推导出在和 Kb ) 上的连续函数/为一致连续的充分必要条 
件分别为存在极限 /(a + 0) 和/(6 - 0). 这些结果和康托尔定理一起就彻底回答了什么 
是有界区间上的连续函数为一致连续的充分必要条件.但对于无界区间的情况 H 前还 
没有看到与此相当的充分必要条件. 
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§1.10 函数方程（习题 8 0 9 - 82 0) 

内容简介从最基本的函数方程 / Or + 2 /) = f ( x ) -f f ( y ) 开始，本节给出了主要的 
基本初等函数满足的各个函数方程.在习题中主要学习柯西方法，在补注小节中介绍解 
函数方程的微分法等其他方法. 

首先要说一下什么是函数方程. 

我们最早接触到的方程都是以求解未知数为目的的.将方程的未知数推广为未知 
函数或未知函数类就是函数方程.由于微分方程和积分方程也都是求解未知函数或未 
知函数类的函数方程，而且都已经发展成为专门的数学分支，因此平时所说的函数方程 
—般在方程中都不含有关于未知函数的微分和积分运算. 

函数方程起源很早，其研究也已经取得了丰富的成果，但仍然缺乏系统的理论.在 
《习题集》的这一节中收入的习题主要都是基本初等函数满足的函数方程.需要知遒 
更多内容的读者可以参考 I 21 j 及其中的文献. 

1.10.1 柯西方法(习題 809-820) 

求解函数方程有许多方法，下面主要介绍柯西开创的方法，即从方程先求出自变童 
为有理数时的函数值，然后通过极限得到完整的函数表达式，即函数方程的解.下面的 
第一个习题中的函数方程经常称为柯西方程. 

此外，还可以通过变量代换将函数方程转化为柯西方程或者己经解出的其他函数 
方程，统称之为归结法. 

习题809 (柯西方程）证明，对一切实数 z 和2/满足方程 

/( 工 + 2 /卜 /⑷ + /(?/) 

的唯一连续函数 /( x ) (-oo < x < + oo ) 是齐次线性函数 

= ax ， 

其中 a = /(l) 是任意常数. 

解由于 a(x -\- y ) = axay , 因此 f ( x ) = ax 是方程 /( o : + y ) = f { x ) + f ( y ) 的解. 
下面要证明，凡是方程的连续解只能具有 f ( x ) = ax 的形式. 

设函数 f ( x ) 是方程的连续解.用: r = y = 0代入可见/(0) = 2/(0), 因此/(0) = 0. 
从 /( 工 ) + /(-X) = /(x + (-x)) — / ⑼ = 0 可见 f {- x ) = 一 /(X )， 即 f(x) —定是 
奇函数.因此以下只要讨论 x >0 的情况. 

令 x 二 y 就得到 f (2 x ) = 2 f ( x ). 用数学归纳法可以知道对于正整数 m 有 

f ( mx ) = mf { x ). 

对于正整数 n 从 /⑻= / ( n •吾 } = nf ( f ) 得到 f ( f ) = 七 f ( x ). 合并以上结果 
就得到 
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令 : r = 1就求出了 /(为在自变量为有理点时的表达式为 

f ( f ) = ff (” - 

由于/为奇函数，因此这个表达式对于 m 为负整数的情况也成立. 

注意：到此为止还没有利用/的连续性. 

对于 o : 为无理数的情况，取有理数列 r n ，n = 1，2, • • •，使得 r n — %则就可以在 

f ( r n ) = r n /( l ) 

两边令 n — oo , 并利用/的连续性，即可得到 

/ ⑷ =/ ⑴ • 工 • 

由此可见，方程的连续解只能是齐次线性函数类 f ( x )= ax , 其中 a = /( I ). □ 

注在本题中，函数/的连续性条件等价于/在某一点处连续. 

实际上设/ 在点 x 0 处连续，则对于:^ : c 0 就可以如下证明/在点： d 连续. 

f ( x ) = f ( x - xi )- hf ( xi ) 

=/(X - XI + Xo ) - f ( x 0 ) -f f { xi ). 

由于当 x x x 时有 x - Xi Xo X 0 y 因此利用 / 在点 x 0 连续，就得到 

lim /( x ) = /( xi ). 

X-^Xl 

接下来的两个习题表明，习题809中的连续性条件还可以改换为其他的等价条件. 


习题810 证明，满足方程 /( a : + 2 /) = /( x )+ f ( y ) 的单调函数 f ( x ) 是齐次线性的. 

解（概要〉 首先与上题一样证明对于有理点 f 都成立/(-^) = /(1)-^-,然后 
对于无理点: r 在两侧用两个单调的有理点序列趋于该点，这样就^可以证明两 I 单侧极 
限存在且相等，于是就得到 /( x ) = /( l ). x . 细节请读者完成 .口 

注可以证明区间上的单调函数的不连续点不超过可列个.（许多数学分析教科书 
中都有这个定理，也可以参考丨231的命题 5.5.2.) 又因为区间中的实数全体为不可列集， 
因此单调函数一定有连续点.然后用习题809的注就知道/处处连续.此外还可以看 
出，单调性条件可以改为在某一个开区间上单调. 

习题811 证明，如果函数/满足方程 /(:r + y ) = f ( x ) + f ( y ) 7 且在任意小的区间 
{- e y e ) 上是有界的，那么它是齐次线性的. 

解 1首先如前两个习题那样证明对于有理点^成立 = •见 ，然后 

定义辅助函数 几 n 八 

g { x ) = f { x )- 

问题只是要证明 g { x ) = 0. 这在有理点上已经成立. 

利用9是函数方程的两个解之差就得到 
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夕 (x + y ) = f(x + y ) _ /(1)(工 + y ) 

= 1 /W - / ⑴工 H [/( y ) - /( l ) y ] = p ( x ) + g ( y) y 

即 g 也满足该函数方程. 

从 g 的定义和题设条件可知，函数9在（- e , 0上也是有界的.于是存在 M > 0,使 
得当 | rr | < e 时满足 \ g ( x )\ < M . 

用反证法.若存在某个无理点 a ： o 使得 g ( xo ) = a # 0,则 g ( nxo ) = na } 因此 g ( x ) 
在 (- oo ,+ oo ) 上无界. 

另一方面，对于任意一个无理点 rr ， 在区间 ( x - e,x + e ) 中取一个有理点 r *， 即使得 
x - e < r < x ^-€ 成立.然后令 Xi = X - r , 则就有 

— e < x \< e , 

因此 \ g { xy )\< M . 但这时有 

夕 ( x ) = p(xi + r ) = p ( xi ) + g ( r ) = g ( xi )， 

于是也有 \ g ( x )\ < M 成立.这表明分在 （- oo , + oc ) 上有界，引出矛盾 .口 

解 2根据习题809的注，只要能够证明/在点 rr = 0连续就足够了. 

根据题意存在 M > 0,使得当 | x | < e 时 \ f { x )\ < M . 

利用习题809的解中开始部分的推导，就有 

1办)- /(0)| = \ f ( x )\ = |/(^- nx )| = - l . \ f { nx)l 

于是对于任意给定的7/>0,只要取定一个正整数 

„ =[爷 1 + 1> 勞， 

然后取5 = |，则当 | x | < 5时，就有 n | a :| < £，因此根据/在（- e ， e ) 上满足 |/( x )| < M 
的条件，即有 

1/⑷卜去. l /( nx )| <^-<J - 

这样就证明了 Hm f ( x ) = 0 = /(0),因此 / 于点 : r = 0 ^ 连续 .□ 

注 1 从解1容易看出，题中的条件，即在 (-£,£) 上函数/有界，可以改换为在任 
何一个开区间上/ 有界. 证明方法相同.实际上在引入9之后，利用 g 仍然满足该函数 
方程，在解1中的主要方法就是对于任意给定的一个无理点 rr ， 在开区间（-内找一 
个无理点使得差 X - X ! = r G (-6,6) 是一个有理数.如果将开区间 (-£,£) 改换为 
任意的其他开区间，则上述方法仍然有效. 

注 2 —个自然的问 题是： 柯西方程 /( a : = f ( x ) + f ( y ) 是否还有其他解？ 

从前三个习题可见，如果有其他解，则这个函数只能是处处不连续，在任何开区间 
上不单调，在任何开区间上无界，而且不连续点都是第二类.这是性质很奇特的函数. 
可以证明柯西方程确实存在这样的解. 

由于该函数方程的任何解在所有有理点上的值总是确定的，因此问题在于如何定 
义它在无理点上的函数值.这时必须对一切: r ， y 同时满足该函数方程，因此这很不容易. 
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但是利用比较深刻的数学工具，这是可能做到的.有兴趣的读者可以在 [22, 68-70 页] 
找到答案. 


习题812证明，对 x 和 y 的一切值，满足方程 

/(X + 2 /) = f { x ) f ( y ) 

且不恒等于 0 的唯一的连续函数 f ( x ) (-00 < x < +00) 是指数函数 f { x ) = 其中 
a = /( l ) 是正常数. 


解 1( 柯西法）首先从 

/W = /( f + f ) = [/( f )] 2 ^0, 

可见满足该函数方程的解一定非负.又若有 f ( x 0 ) = 0,则对任意 rr , 就有 

/⑷= f (( x - xo ) + xo ) = f ( x - xo ) f ( x Q ) = 0, 

可见如果解有零点，则必定恒等于 0. 由此可见，除了恒等于0的解之外，其他解一定是 
处处大于0的. 

以下还是用柯西方法. 

从 x =从= 0时的 /(0 + 0) = /(0) = [/(0)卩和 /(0) > 0可见只能是 /(0) = 1. 

从 y = -X 得到 /( a : 十 (- x )) = /(0) = 1 = /( x )/(- x ), 即有 /(- x ) = 因此 

从 x = 2 /得到 f (2 x ) = [/( x )] 2 . 用数学归纳法可以证明 f ( nx ) = [ f ( x )} r \ 其中 n 为 
正整数. 

在上式中用晋代替 a :， 就可得到 /( z ) = [/( f )]' 即有 f ( f ) = [/( x )]-. 

合并以上结果，就知道对于任何有理分数 I 有 ^ 

n 

记 /( l ) = a , 则对于 x =$ eQ 就得到 

最后对于无理点 X 只要利用连续性条件和用有理数列取极限的方法就可以得到 
f ( x ) = a x . □ 

解2 (归结法）用变量代换可将本题的函数方程归结为习题809的柯西方程. 

如解1的开始部分那样证明不恒等于0的解-定处处大于0之后，作辅助函数 

F { x ) =\ nf ( x) i 

则就有 

F i x + y ) = F ( x ) + F ( y ), 

然后利用 F 在 R 上连续，从习题809知道只能有 F { x ) = Cx , 其中 C =厂⑴= ln /( l ). 
这样就得到 


f{x)= e F ^ = g Cx = {e c ) x = /(If. □ 
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习题813证明，在区间 （0， e ) 上有界且满足方程 /( a : + y ) = f{x)f(y) 的不恒等于 
0的函数 / Or ) 是指数函数. 

解1 (柯西法）本题完全可以仿照习题811的解1来求解，请读者完成.这是一个 
很好的练习 .口 

解2 (归结法）设法将本题归结为习题 811. 为此需要做以下准备工作.如前所述， 
所求的解/处处大于 0. 

这时对于 x e (― e ，0), 有0 < a ; 十 £■ < e ， 因此 

/⑷= /(( 工 + e) - e)) = f{x + e) - /(-e )， 

可见从 / 在(0,£)上有界即可推出/也在（- e ， e ) 上有界. 

又从 mf (- x ) = /(0) = 1知道 / Or ) = 因此在 (0 } e ) 上的函数/不仅上 

方有界,而且其下确界大于 0. 

然后与习题812的解2 —样定义辅助函数 F(x) = 从以上推导可 见厂于 

(0， e ) 上有界.因此从习题 811( 及其注）知道 F 连续，以下己经没有困难 .口 

注这里要克服的困 难是： 由于 lno : — -oo Or — 0+),因此还不能由/在 (0, e ) 
上有界直接推出 F 也在这个区间上有界. 

习题 814-817 是讨论对数函数和幂函数满足的函数方程.它们的解法可以仿照习 
题812进行. 


习题818 (达朗贝尔方程）求对实数 z 和2/的一切值满足方程 

/( 工 + y) + f(x - y) = 2/(x)/(y) 

的所有的连续函数 f ( x ) (-00 <x < + oo ). 


解先看方程是否有恒等于常值 C 的解.用/三 c 代入得到 2 C = 2 c 2 , 可见方程有 
恒等于0和恒等于1的解.以下只关心求其他解 /( x ). 

设/(吻）一 0,在方程中令 x = x 0 , 2 / = 0代入，就得到 2/( x 0 ) = 2/(韌)/⑼,可见 
/ ⑼= 1- 

又在方程中令 a : = 0,得到 /( y ) + f {- y ) = 2/(0)/( y )， 即是 

f {- y ) = f { y)i 

因此解/ 一定是偶函数. 

由于/(0) = 1，利用/连续，存在 c > 0,使得/在 [ o ， cj 上处处大于 o . 以下分两种 
情况讨论. 

(1) /( c ) < 1•取 0 e [0, |>1，使得 /( c ) = cose . 

这时在方程中令 x = y = 0 代入得到 /(2 c ) + 1 = 2[/( c )] 2 , 即有 

/(2 c ) = 2[/( c )] 2 — 1 = 2 cos 2 ^ - 1 = cos 26. 

现在用数学归纳法证明 f { nc ) = cosn 0. 为此只要作如下计算即可完成归纳法的第二步 
证明： 
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/((n + l)c) = 2/(nc)/(c) — /((n- l)c) 


= 2 cosn 0 cos 9 — cos(n — 1)0 


=cos nO cos 0 — sin n 6 sin 9 = cos(n + 1)6. 
在方程中令 x = 则有 

/( c ) + l = 2[/(-|)] 2 , 

又利用 /( f ) >0, 就得到 


/(f) = 


/( c ) + 


COS0 + 


2 


9 _ 
2 * 


然后用数学归纳法可知对于正整数 n ， 有 = COS +0. 再用数学归纳法即可证 
明对于任何正整数 m ， n 成立 


f(^~ c ) = cos ❼. 

利用/的连续性和任何 o : > 0可以用形式为 | 的分数无限逼近，并利用/和余弦函 
数都是偶函数，这样就得到对一切实数 x 成立 f ( cx ) = cos 办.记 0 /c = ( X ，并改写 cx 为 
X ，就得到 

f ( x ) = cos ax . 

若其中 a = 0,即有/(岣= i 则又得到前面所说的恒等于1的常值函数. 

(2) /( c ) > I . 这时存在0〉0,使得 /( c ) = cosh 6. 以下的证明与 （1) 类似，从 
略.当然这时需要双曲余弦函数的倍角和半角公式.最后得到解/(岣 = cosh ax , 其中 
a = 9/ c . 

于是达朗贝尔方程的连续解只有三类： （1) f ( x ) = 0, (2) f ( x ) = cosax , (3) 
f ( x ) = cash ax . □ 


下面是正弦函数和余弦函数满足的函数方程. 


习题819求对实数 x 和 y 的一切值满足方程组 

/(x + 2 /) = f { x ) f ( y ) - g { x ) g { y ) } 


及条件 


p(x + 2 /) = f ( x ) g ( y ) + f ( y ) g ( x ) 1 


/⑼=1和分 (0) = 0 

的所有连续有界函数 /( x ) 和 (-00 < x < + oo ). 


解1观察函数方程组和未知函数在 x = 0处应当满足的条件，可见余弦函数和正 
弦函数即是满足条件的解.虽然我们还不知道是否还有其他解，但还是可以与欧拉公式 
e ix = cosx 十 isinrr ①联系起来考虑问题. 

定义实自变量2：的复值函数（今后简称为实变复值函数^ 

® 虽然欧拉公式是复分析中的 内容， 但也有许多数学分析教科书中对欧拉公式给出了证明.一个简明扼要 
的介绍见117,第七章 1. 
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G{x) = f{x) + ig{x), 

贝 1 J 对于 f{x) = cosaa : 和 g(x) = sin ax 来说就有 

G(x + y) = e— 切） =e iax - e ia ^ = G(x) - G(y). 

由此启示我们直接利用给定的函数方程组，可以看出实变复值函数 G 满足下面的简单 
函数方程： 

G{x + y) = f(x + y) + i 々 (x + y) 

= [f(x)f{y) - g(x)g(y)] + i[f(x)g(y) -f f(y)g{x)} 

=[/ ⑷ + _)]•[■ + i^(y)] = G(x ). G(y). 

它与习题 812 的函数方程相同.与该题一样可知，若 G 于某一点为0就一定处处为 0. 
又根据题设条件/(0) = 1，贞 0) == 0得到 G (0) = 1，这保证了 G ⑷处处不等于 0. 

于是就已经将求解两个未知函数的函数方程组问题归结为求解一个复值未知函数 
的函数方程问题. 

由于自变童 I 仍然为实数，因此柯西方法仍然有效.于是在习题812中的许多中间 
结果的证明在这里仍然有效.这样就对于正整数 n 得到 G ( n : r ) = [ G ( x )]", G(^x) = 

Tb 

[G(x)}-, 又对于正整数 m,n 有 G(^-x) = [G(x)]^ . 再利用 G(x)G(-x) = G(0) = 1 
又得到 G(-^x) = [G(x)] 在以上两式中令 :r = 1 代入，就可以合并得到 

TI 

其中 n 为正整数， m 取一切整数. 

利用/，.9有界的条件知道 | G | 也有界，因此就可以证明 | G (1)| = 1. 事实上，如 
果有 | G (1)| > 1,则对正整数 n 有 | G ( n )| = | G (1)|' 因此 G 不可能有界.又如果有 
0 < | G (1)| < 1，贝 ij | G (- n )| = | G ( l ) r n , 因此 G 也不可能有界. 

既然有 | G (1)| = 1,则利用复数的指数形式，就知道存在实数 a ， 使得 G ( l ) = e itt . 
于是已经对于所有有理点 r € Q 得到函数 G 的表 达式： 

G ( r ) = G{l) r = e ior . 

对于无理点 a : 可以用有理点列 — x . 由于 /, p 连续，因此 G 也连续，于是有 

G(x) = lim G ( r n ) = lim e iarn . 

另一方面，用欧拉公式就有 n "°° 

e iar - - e iax | = |e iax | - |e ia (〜 -*) - 1| 彡 | cosa(r n - x) - 1| + 1 sina(r„ — 工 )| — 0 ， 

于是就对于一切 a : 得到 G(x) = e 5 -. 用欧拉公式写出 

G ( x ) = cos ax - f - i sin ax , 

即得到 f(x)= cosaa ; 和 g{x) ^ sin ax , 其中 a 取任意实数即得到方程组的所有解 .口 

解 2根据《习题集》中的提示，考虑函数 
这时可以发现有 



192 


第一聿分析引论 


F{x + y) = f 2 (x -ft/) + g 2 (x + y) 

= - s{x)g(y)] 2 + [f{x)g{y) + f{y)g(x)} 2 

=[/ 2 ⑷ + 夕 2 ⑷] • [ f 2 { y )+ 9 2 { y )\ 

= F(x)F{y), 

又从题设条件知道有 F(0) = 1,于是又可以用习题812的结论知道有 F(x) = 其中 
a = F(l) > 0. 由于 /，p 有界，因此 F 也有界，从而只能是 a = 1，即得到 

F(x) = f 2 {x)+g 2 {x) = l. 

再在方程组中令 y = -x， 即有 

1 = f(x)f (- x) - g(x)g (- X )， (1.50) 

0 = f (工 )9( 一工) + /( 一 ⑷. (1-51) 

将 (1.50) 乘以 f (- x) 与 (1.51) 乘以 g(-x) 相加，得到 

/( 一工） =/(:)[/ 2 (- 工 )+ fl 2 (-x)] = fix'), 

即/为偶函数. 

又将 (1.50) 乘以 5(-0：) 与 (1.51) 乘以/(-X)相减，则得到 

p(_x) = -g(x)[g 2 (-x) 4- / 2 (-x)] = -g(x), 

即没为奇函数. 

在题设的方程组的第一个方程中将2/改为-?/，并与原方程相加，在其中利用/为 
偶函数和 p 为奇函数，这样就消去了仏而得到习题818的达朗贝尔方程 

/(工 + 2/)4- f{x — y、= 2f{x)f(y). 

由于本题要求解/满足连续有界条件，因此只能是 f(x) = cosarr. 从 f 2 (x) 4- 
g 2 [x) = 1 就得到 g[x) = ± sin ax. □ 

注题设中的条件 /(0) = 1 和贞 0) = 0 可以减弱为不是恒等于0的解. 

实际上从方程可见 f(x) = 0和 g(x) = 0是解.除此之外，在方程中用 y = 0 代入就 

得到 

/(x)/(0) — g{x)g(0) = f(x)， 


f{x)g(0)^g{x)f{0) = g(x). 

对于 /( W 和贞: r ) 不同时等于 0 的某个: r ， 将上述方程组看成为关于未知量 
/(0),<?(0)的线性方程组，则其系数行列式 / 2 (x )+^ 2 ( x )^0. 于是即可解出/(0) = 1 
和〆 0) = 0. 

习题 820设 Af(x) = f(x^Ax)- f(x) 及 A 2 /( ： C) = A[A/(x)] 分别是函数 / 的 
—阶和二阶的有限差分. 

证明，如果函数 f(x) (-oc < x < +oo) 连续，且 A 2 /(x) = 0,那么这个函数是线性 
的，即 /(x ) =似+ 6,其中 a 和6是常数 • 

解1 (归结法）条件 A 2 /(x) = 0就是方程 
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/(rr + 2 Ax ) - 2/(3； + Ax)-b f { x ) = 0. (1.52) 

在 （1.52) 中令 a : = 0,得到 /(2 Ax ) = 2/( Ax ) - /(0). 将其中的 Az 改记为: r ， 则得到 


/(2 x ) = 2/( x ) - /( O ). (1.53) 

在 (1.52) 中令 rr + 2 Ax = 2 u , x = 2 v , 则得到 

/(2 u ) + f (2 v ) = 2 J(u + v ). 

对上式左边的每一项用 （1.53), 就得到 

f ( u ) -f f ( v ) = J(u + v ) + /( O ). 

再将上式中的 f 改记为: r , 2 /， 然后定义 F ( x ) = f ( x ) - /(0)，则 F 满足的函数方程为 
习题809的柯西 方程： 


F(x + y ) = F ( x ) + F ( y ). 

由题设的连续性条件知 F 连续，因此得到 F ( x ) = Cx , 其中 C = F ( l ) = /( I ) - f ⑼. 
因此最后得到 

/⑻=[/⑴ - /⑼拉+ / ⑼. □ 

解2 (柯西法槪要）在解1中得到 (1.53) 之后直接用柯西方法也是可行的.先用数 
学归纳法证明 


然后证明 


和 


f ( nx ) - /(0) =： n [/( x ) - /(0) J , 

/(★:)- /⑼=去 • [/ ⑷-綱 


f ( fx )- J (0) = f ] f ( x ) -涧， 
这样就对于一切有理数 f 得到 

最后利用连续性取极限，求出 

/⑷ 一/(0) = [/ ⑴一 /(0)] x . □ 


1.10.2 补注 

上一小节中的方法主要是柯西法和归结法.其实，只要具备一点最基本的微分和积 
分知识之后，就可以使用求解函数方程的许多新方法.这一小节即介绍其中的微分法， 
其余方法可以参看 1211. 这里要注意，微分法并非只能用于求函数方程的可微解，因为 
可以证明，许多函数方程的连续解一定可微. 

对于还没有学过微分和积分基本知识的读者来说，在第一次阅读时可以跳过本小 
节，在具备这些知识之后再来回顾这里的材料.此外，若其中涉及二阶线性常系数微分 
方程时，虽然也可以直接求解，但为简明起见下面将直接利用其通解表达式.这在任何 
一 本常微分方程教科书中都可以找到. 

还是从习题809的柯西方程开始. 
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1. 用微分法求柯西方程的连续解 

将方程 /Or + y ) = f ( x ) + f ( y ) 的两边对 y 在[0, 1] 上积分，得到 

J: / (工 + y) = / ⑷ + J: /(2/) dy. 

对于左边的积分作变量代换 t = X + y , 就可以将上述等式改写为 

/⑷=广丄 /⑷ dt - J : / Q /) dy . 

由于右边第一项中的 I 出现在积分 i 下限中，而被积函数连续，因此它是 x 的可微函数， 
第二项是常数，这样就证明了 /可微.（同理还可以证明柯西方程的连续解一定无限次 
可微两边求导就得到 

r ( x ) = /( x-f l )-/( x ) = /( l ), 

可见/(4 = /(1>十 fc . 又因/(0) = 0,可知 fc = 0,因此柯西方程的解即齐次线性函数 
f ( x ) = ax , 其中 a = /( l ). □ 

注在证明了柯西方程的连续解必定可微后，可以直接在函数方程两边对2： ( 或 
求导来求解. 


2. 用微分法求 /( a : + 2 /) = f ( x ) f ( y ) 的连续解 


这是习题812的函数方程.已知除了恒等于0的解之外，其他解 f ( x ) 处处大于0, 
且/⑼ = 1. 

与柯西方程的情况一样可以证明该函数方程的连续解一定可微（且无限次可微)， 
然后对 2 /求导得到 /'Or 十 y) = /(ar)r(y). 令 y = 0 代入，得到微分方程 

尸 ( x ) =尸 (0)/( 工). 

改记尸 (0) = h 并将上述方程乘以 ( T *-, 就得到 

去 mo, 

于是 e ^ f ( x ) 恒等于一个常数.由于一定有/(0) = 1，因此这个常数只能是 1. 这样就 
得到 

f ( x ) = e kx = a x , 

其中 a = e fc .口 

3. 用微分法求达朗贝尔方程的连续解 


这就是习题818的函数方程 

/( 疋 + !/> + /(: — y) = 2f(x)f(y). 

如前所说，该方程有两个常值解 f(x) 三0和 / Or ) = 1. 又己经知道满足该方程的不 
恒等于0的任何解 /(x) 一定是偶函数，且/(0) = 1. 

由于假设/连续，因此存在 e > 0,使得积分£ /(^) dx > 0 . 在函数方程两边关于 
从0积分到 q 就有 ° 
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|^/(^ ^ y ) dy - {- f(x 一 y ) dy = 2f ( x )^ f ( y ) dy . 

对左边的两个定积分分别作变董代换 t = :r + y 和 t = :r - y ， 就可以将上述等式改写为 

/( x ) = ——(「十 e /⑷ di +「_ £ /⑷ dt ) ， 

2£/(2/) d 2 /h > 

于是从 / 连续可知 / 可微，又进而知道/无穷次可微 • 

以下还是从达朗贝尔方程出发.对其两边的 y 求二次导数，得到 

r(x -h y ) + f ft (x - 2 /) - 2f(x)f fl (y). 

令 2 / = 0 代入，得到关于 f ( x ) 的二阶常系数线性微分方程 

/" ⑻一 r (0)/(x) - 0. 

已知/(0) = 1. 由于/为可微偶函数时，尸必是奇函数，因此/ ; (0) = 0. 这样就得 
到二阶方程的初始条件为/(0) = 1和 /' ⑼= 0. 

以下分三种情况讨论. 

(1) /〃(0) = 0,则 r ( x ) 三0,因此/是线性函数.满足初始条件的解只能是 

/㈤ 三 1. 

(2) /"(0) < 0•记 fc = /"(0)，并作自变量代换 f = V^kx. id g(t) = 又 

记夕关于 f 的导数为 A 孓 则方程 /〃 -kf = Q 就变成为 

§ + 分 = 0 , 

且满足初始条件 0(0) = 1和 W 0) = 0. 

利用常微分方程中的现成结果，上述方程的通解是 


g ( t ) = Ci cos t + C2 sir “， 

用. 9 (0) = 1 和 WO) = 0 就可以确定出 G = 1和 C 2 = 0. 因此解贞0 = cosi. 于是得到 
达朗贝尔方程的解为 


f(x) = g{yf-kx) = cos(\/^fcx)- 

(3) /" ⑼ > 0. 同样记 ft = /" ⑼，并作自变量代换 f = Vkx . id g { t ) = f (^= 
记 沒关于 t 的导数为 A 则方程/〃 -kf = 0 就变成为 



彡一沒= 0, 

且满足初始条件〆 0) = 1和 0(0) = 0. 

上述方程的通解是 


用〆 0) = 1和力(0) = 0就可以确定出 Ch = c 2 = 因此解分⑴= cosh t . 于是得到 
达朗贝尔方程的解为 

f ( x ) = g ( xy / k ) = cosh(\/fcx). □ 


4. 用微分法求解习题819 


这里也有两种解法，即在复数域中或在实数域中求解.下面对前者只作概要介绍. 
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若在复数域中，则如前面的解1那样引入实变复值函数 G 二 f + ig , 然后仿照习题 
812做下去即可.只是这里需要有对于实变复值函数进行积分和求导等运算的公式.这 
些都很简单，例如 （/ + W =尸+ Y 等等.同样对于实变复值函数/有 

( e /)’ = /’ e /， 

这只要用欧拉公式就可以得到. 

具体来说，即先建立 G { x ) 的可微性， 然后} kG[x + t /) = G ⑷ G ( 2 /) 对?/求导，再令 
y = 0 得到 G '{ x ) = G ⑼ G ( a ;)， 解得 G ( x ) = e G '( G ) 2 •由于 \ G ( x )\ = 1,因此存在实数 a 
使得 ^(0) = ia , 这样就求出了所要的答案. 

下面对于在实数域中如何用微分法求解作介绍. 

首先将两个方程的两边在 [0， ej 上对 y 求积，并对于左边的积分作变量代换 
x + y = t 、 得到 

f { t ) dt = f { x ) £ f ( y ) dy - g { x ) £ g { y ) dy , 

^ +£ g ( t ) dt = f ( x ) £ g ( y ) dy + g ( x ) f ( y ) Ay . 

利用 /(0) = 1 和 / i 续，取 e > 0 使得 

于是就可以解出 /( x ) 和 g ( x) y 并从表达式直接看出/和 5 无穷次可微. 

将函数方程组 /(rr + y ) = - g { x ) g { y ) 1 g{x + 2/) = fMdiv ) + /( y ) 夕(怎）对 

re , 2/分别求导得到 

f\x + y ) = f ’( x ) f ( y ) - g \ x ) g { y ) = /⑻ /’(!/) - g { x ) g , { y) i 

9\x + y ) = J \ x ) g ( y ) + f { y ) g ( x ) = f { x ) g \ y ) + f \ y ) g { x) i 
然后令 y = 0 代入，并记 ^(0) = a 5 这样就得到 /'( z )=— 叼⑷和 g ^ x ) = a /( x ). 将这 
两个等式合并，就得到 

/"⑷= - a 2 /( x ), g n ( x ) = - a 2 g ( x ), 

这表明/和9满足同一个二阶常系数线性常微分方程.为方便起见另记为 

^{ x ) + a 2 F { x ) = 0. (1.54) 

对表达式 f 2 ( x )^ g 2 ( x ) 求导并利用上面的结果，就有 

If 2 -h g 2 Y = Vf r + 2 gg f = 2 f (- ag ) + 2 g ( af ) = 0, 

又利用 /( O ) = 1 和贞 0) = 0, 可见得到 / 2 ( x )+ 5 2 ( x ) = 1. 如前面的习题 189 的解2中 
的 （1.50) 和 (1.51) 那样知道/为偶函数，#为奇 函数. 于是 /' 为奇函数，就有尸⑼= 0. 

这样就得到/的初始条件为/(0) = 1和尸(0) = 0, g 的初始条件为 W 0) = 0和 
^(0) = a . 

利用二阶常系数线性微分方程 （1.54) 的通解为 

F ( x ) = Ci cos ax -f C2 sin ax ， 

其中 C U C 2 为待定常数，就可以用/和9的初始条件分别得到所要的 答案： 

f ( x ) = cos ax , g ( x ) = sin ax . □ 


第二章一元微分学 


内容简介这一章是一元函数的微分学，其中包含了导数与微分、微分学中值定 
理、泰勒公式以及微分学在函数研究中的多方面应用. 


§2.1 显函数的导数（习题 821-1033 ) 

内容简介本节的习题从导数的定义开始，包含了大景的求导数的计算题，然后还 
有导数在理论和应用方面的习题. 

下面按照《习题集》的原有顺序安排分成几个小节. 


2.1.1 导数的定义（习题 821-833) 

本小节包括关于自变量和因变童的增童、导数与平均变化率的关系等概念，同时还 
要求按照定义具体计算一些导数，以及反三角函数等的导数公式的推导. 

习题828从导数定义出发，直接求下列函数的 导数： 

⑷ x 2 ; ( b ) x 3 ; ⑷ ( d ) Vx \ ( e ) 

JL 

( f ) tanx ; ( g ) cotx ; ( h ) arcsin x \ ( i ) arccosx ; ( j ) arctanx . 

解 （只给出部分 答案）此题要求对于列出的10个常用函数，直接推导它们的导数 
计算公式.其中第一行的5个题都是幂函数，下面给出 （ e ) 的解答. 

( e ) 求於的导数.先看 : r > 0的情况.这时由于 Ax -> 0,因此当 Ax 充分小时 
+ 与0：同号.于是差商为 

y/x -f Ax — ^/x __ 1 _ 

^/( a : + Ax ) 2 + y/{x - Ax)x + Vx ^ 5 

其中利用了函数极限定义中当 AO ： — 0时不允许 Ax = 0,因此在有理化分子后可以约 
去在分子分母中同时出现的△：!：，然后就容易看出当 △: r — 0时差商的极限为 

- 也 — . 1_ 一 丄工一吾 
Ax 一 3设一 3 . 

对于0： < 0回顾以上计算过程,可见答案相同.（这与 §2.1.4 的习题1027的内容一致，即 
可微奇函数的导函数为偶函数 .） 

最后还需要考虑在 x = 0 处的导数.这时的差商一开始就是可见导数为 

_ vAx 2 

+ oo ®. (建议参看附录一中的习题277中的幂函数2/= ^和#的图像 .） 口 


①这里按照习惯将 (Ax) 2 简记为△: T 2 . 
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⑴求 tanx 的导数.这就是本书在 §1.5.5 中已经讲解过的极限计算题 484. 

( g ) 求 cotrr 的导数.这就是 §1.5 中的极限计算题485,其中需要余切函数的和角公 
式，推导也是不难的. 

(h) 求 arcsin x 的导数. 

解在我国的多数教科书中，反三角函数的导数公式是用一般反函数求导公式推 
出的.本题要求作出直接推导，这可如下进行. 

(1) 先考虑 | cc | < 1的情况.问题就是如何处理差商的分子，即2；的增童 

Ay = arcsin(x + Ax) — arcsin x. 

计算 △?/ 的正弦值，得到 

sin(Ay) = (x + Ax)y/l — x 2 - X\J\ 一 （rr + Ax) 2 , 

其中 sin(arcsin(x -f- Ax)) = x + Arr 和 sin(arcsinx) = x 是显然的，而在计算两个余弦 
cos(arcsin(x + Ax)) = y^l - (x + Ax) 2 和 cos(arcsinx) = y /\ - x 2 时，考虑到 ai*csin x 
的取值范围为因此其中的根号前均取正号. 

利用 2 / = arcsin x 为连续函数，因此 — 0 (△x — 0). 于是就保证有 


arcsin ( sin ( Aj /)) = Ay . 

这里可以参看前面 §1.8.2 中列出的 （1.46) 中的第二个恒等式，也就是 

arcsin ( sinx ) = x , —-y ^ x < - y . 

于是就得到 2 / 的增适 的表达 式为： 

Ay = arcsin [ (x -f △ x ) v / l - x 2 一 Xy/l - (x + Ax ) 2 ]. 

若将 t 式方括号内的表达式记为 u ， 则当 Ax — 0时有 W — 0. 然后利用等价关系 
arcsinw / (u — > 0)，就可以计算反正弦函数的差商如下： 


lim -^-= lim 
△a:— 0 Ax— 


(x 4- △x)\/l - x 2 — Xy/l — (x •+- Ax) 2 


=vTT^+ 工 . Iim _ K-t 二 ( i + M 2 


Ax-^o 


=V 1 — a : 2 + ^ lim 


2 x + Ax 


0 V 1 — X 2 -f y/l — (x + Ax) 2 
X 2 — 1 


V i = 工泛 \/「 一 S 2 ' 


=y/\ — X 2 ^ 

即已经求出 | x | < 1 时有 ( arcsinx ) 7 = — -- 

vl — X 2 

(2) 对于 o : = 士1，只写出 rr = 1 情况的计算.这时△: r < 0,与 （1) 类似地可以得到 
/\y = arcsin (—^/1 — (1 十 Ax ) 2 ) 〜 —2 Ax — Ax 2 (Ax — > —0) 以及 


Ax 


- y ^2 A 3；- Ax 2 
Ax 


可见当 △: r — _0 时极限为 + oc . 类似地可以推导得到这也是 x = - l 时的导数值.（建 
议参看 §1.8.2 的习题770中关于反正弦函数的讲解与附图 .） 口 

⑴和⑴分别是直接推导反余弦函数和反正切函数的导数公式，其过程与上面对于 
反正弦函数的做法类似，其中所需的工具可参考 §1.8.2. 
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习题832 已知函数/⑷在点 a 处可导，求 lim 

X — u 

分析可导和可微分是两个不同的概念，将它们区分开来是必要的.对于一元函数 
来说，可以证明可导等价于可微，但并不能说它们在概念上就相同了.对这两个概念的 
不同和它们之间的联系的清晰了解，对于今后学习多元微分学也是必要的. 

《习题集》中从本章开始就将可导称为可微，而微分概念要到后面的 §2.4 中才引 
入，因此造成了不必要的混乱.为此本书在 §2.4 之前只用可导的说法. 

我们认为对本题内容的正确理解应当是按照 §2.4 的可微定义证明这时函数一定可 
导，它是关于微分的一个基本命题.（因教科书中都有其证明，这里从略 .） 否则在可微就 
是可导的定义下，则无需再做.或者这里假定读者在学习导数的定义时，不知道可以将 
x-a 看成为增量△: r , 于是引入 x-a = Ax , 即 a : = a + A : r , 就得到结果为 f ’（ a ). □ 


习题833 证明，如果函数 f ( x ) 可导，且 n 为正整数，那么 

n I ， [和 +) 一 /⑷卜/’⑷. 

反之，如果对于函数存在上述极限，那么是否可以断定这个函数有导数？并以 
狄利克雷函数（见习题234和 734) 为例加以讨论. 


解前半题是明显的，$ — 0只是△: r 0的一种特殊情况.根据函数极限 

的海涅归结原理知道， Hm /( x ) = A 的充分必要条件就是对每一个数列 — a ， 
# a (:€ X,n = 1，么…)，成立 J | r ^/(: r n ) = A (这在《习题集》的 §1.5 的开始 
的说明词中有，只不过没有称之为归 ^ H .；) 

后半题的答案是“不能”.以题中提供的狄利克雷函数 x ( 幻为例，在 §1.3.5 的习题 
234已指出它以任何有理数为其周期.当为有理数时 ， :r +丄一定是有 理数； 而当 : r 

Tb 

为无理数时，则 t +去也一定是无理数.因此始终有 x ( x ^ l -) = xW , 于是题中的极 
限只能是 0. 然而 X ( ㈨ 处处不连续（见 §1.7.3 的习题734)， pf 此处处不可导 .□ 

2.1.2 导数的计算（习题 834-989) 

求导数计算是高等数学中最容易、同时也是最基本的一•项技能.凡是学过微积分的 
人都明白，没有熟练的导数计算本领，就谈不上学习微积分中其他任何一项重要的计算 
技巧.求导数的学习过程与我们从小时候起如何记住九九表和学会乘除法是非常类似 
的. 


习题844证明公式： (钱)、 

解1由题设可知不能同时为0.对分式求导就得到 




200 


第二章一元微分学 


(2^. 
\ CX 


+ 6 V _ 4 一 c ( ax ^ b ) 一 ad - cb 


□ 


+ d ) (cx + d) 2 (car + d) 2 ’ 

解 2 这道题也是本节求导计算中第一次出现分式函数的情况，因此顺便指出，对 

分式函数的导数计算有两种方法，即按照公式 

/ u ( x ) y _ U ^ x ^ ix ) — v r { x ) u { x ) 

一 = bwp 7 


\ v(x) / 


或者将分式函数看成为 


L-V 


(激、 H 、⑷ J 

建议初学者对这两种方法都要学会. 

对本题用后一个公式就有 

( 似+办 、’ _ 

\ cx d J 


然后用乘积函数的求导法则如下 
u-(x) t/(x) 


v(x) [v(x)\ 


u(x). 


a 


(ax + fc)= 


ad - cb 


□ 


+ cU cx^d (cx + d ) 2 - - - (crr + d) 2 . 

解 3 c == 0 时可直接验证.当 c 一 0 时可利用 §1.4.1 的习题251提示的方法，即先 
分解分式线性函数为 




be - ad 
c(cx + d) ' 


然后求导即可 .口 


习题851求函数2/ = 0： + ^+於的导数. 

解这三项都是幂函数，为了便于用公式 a :〃 = 
样可以避免计算错误. 

2/ = (x + o: 2 + a: 3 )’ 


\建议按照如下写法求导，这 




+ 


K 


3 设， 


□ 


习题855求函数2/ = (1 + a :) v ^ T ^^ T ^ 的导数. 

解读者不难证明，对于三个函数乘积的求导公式为 

(u(x)v{x)w(x)y = u'(x)v(x)w(x) + u(x)t/(x)w(x) -f u(x)v(x)w , (x) y 
并可以推广得到对于一般的 n 个函数乘积的求导公式. 

于是有 


y’ = \/2 + :r 2 ^/3 + x 3 + (1 十 re) • 


2x 


2\ Z 2 Tx 2 


- v /3 + x 3 


(1 + a :) v 2 -f 




3</(3 + x 3 ): 




扒3 + x 3 ) 2 


__ 3 x 5 + 2 a : 4 - t - 4 rr 3 + 8 x 2 + 3 z + 6 

— VT + W ^/ W+^P 


□ 
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习题858求函数 y = 


1 + 


- X 3 


的导数. 


解将根号下的分式看成为％又将 u 看成为，其中= rr 3 , 且利用 


以. 

就可以如下用链式法则求导 




(1 - v ) 2 


V = 


2 


(1 一幻 2 


v=: 


3x 2 


2 x - 




r -^ 2 


(i 一外 

注关于复合函数求导的链式法则是导数计算中的主要工具之一，希望初学者重 
视它的使用.如本题所示，两次利用链式法则就很容易得到答案.所谓“链式法则”的意 
思就是环环相扣，可多次应用. 

习题 884求函数 y = ( f ) T (^-) a ( f ) b ( a >0,6>0) 的导数 • 

解对此题用对数求导法.由于 (lnyy = ^, 因此就有 

y ' = y(\nyY = y[x In f + a(ln 6 — In x) + b(\nx — In a)] 7 


0 ^ 


= 2/( ln f - 

-(fnmfUK 




注对数求导法是一种重要的计算工具.这里指出该方法使用中的几点注意 事项： 

(1) 在对可导函数 f ( x ) 取对数时，若不能确定其大于()，则应取绝对值后再取对数， 
然后求导. 

(2) 由于 (In 10 ^ = +，因此就有 

(ln|/(x)l)/ = 错 • 

这时在右边不出现绝对值号，因此对数求导法可写为 

/'(n:) = /(x).(ln_|y. 

(3) 上述计算在 f ( x ) 保号的每一个区间上都有效.由于 f ( z ) 可导必定连续，因此 
在 /( x ) ^ 0的每个点处都有一个邻域，使得 f ( x ) 保号. 

习题885求函数2/ = a ;? + #° + a aX (a > 0) 的导数. 

解直接求导即有 

y! = a a x a ° -1 -f lna • ax a ~ l a x ° + (In a ) 2 - a x a aX . □ 

注对于最重要的是要正确理解它的意义，即 = a < 6C ), 而不是 ( a b ) c = a 6c . 



习题 899 求函数的导数 （a > 0,6 > 0). 

2 Vab y/a - xVb 

解在将分式的对数转化为分子的对数减分母的对数之前，应当先注意分式何时 
大于 0. 从分子分母同号的要求出发，可以看出本题的分子分母不可能同时小于0,从而 
只能同时大于 0. 由此即可确定其定义域为 N < 得 然后可计算得到 

y ' = ― 7 =-[ ln(>/a + x \ fb ) — ln(\/a — xy / b)Y 
2 y/ab 

= 1- __ = 1 □ 

2 \/ab y/a 4 - xVb y/a — xy/b cl — bx 2 

习题 92 1 求函数 y = arcsin ( sinx ) 的导数. 


直接用公式计算则有 


V = 


cosx = = sgn ( cosx ), 


在 cos 处成立.由此可见在使得 cosrr = 0的点处，两个单侧导数不相等，因此导 
数不存在（这里用了习题 1258.1 的单侧导数极限定理). □ 

解2从反正弦函数的定义知道在 -f 彡 x < f 时有 arcsin ( sina :) = : r ， 在 

Y ^ x ^ 时利用 sinrr = sin(7r - x), 且 |tc - :r| 彡号， 因此有 arcsin(sin x ) = 7t — x. 
然后从 arcsin(sinx) 为周期 2n 的函数就得到 y(:r) 的表达式为 


X - 2fc7C, 


\ x - 2fc7C, (2 k - y)7C < X < (2/c + ) r ) n y 

y = arcsin(sin x ) = < ^ ^ 

I 一 x + (2 fc + 1)冗， (2 /c + x < (2 fc + 音 )71. 

它的图像见 §1.8.2 的 170 页中，关于公式 (1.46) 的附图⑷（又见附录一的习题 


318). 于是 j / 在所有的点 （2 A 土 \) n 处不可导，而在其他点处的导数为 


Jl , (2k-\)K<x<(2k^\)n, 
y = [arcsm(sm : r)f = < ^ ^ 

[-1, (2 k + ~)tc < x < (2 k - j - ~) k . □ 

注解 1 很简短，解 2 则对为什么如此作出了解释，各有千秋. 

习题 9 26 求函数 y = arccot ( s j nx + cosrg ) 的导数. 

V sinx — cosx J 


直接用链式法则求导得到 


y =- 


( sin x + cos x \ 2 
V sinx — cosx / 

(cos re — sin a :) (sin a : — cosx ) — (cos x + sin x ) (sin a : + cos j ;) 


( sin . 

即在有定义处的导数恒等于 1 .口 
解2利用余切函数的和角公式 cotOc - 



oty 


(见注) 
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sin 怎十 cos x 
sin x — cos re 


1 + cotx cotx. (—1) — 




因此在 0< o :— j <7 i 时就有 y = - 这就是 | n <: c < 鲁71 时的函数表达式.这 
里利用了 §1-8.2 中的 （1.49) 的第二个恒等式，即 

arccot(cot x) = 0 < a: < 7C. 

它是周期 7 C 的函数（其图像见 171 页的附图 （ d ))， 因此就得到函数2/的表达 式为： 

V = arccot = x - (fc + ^)n, (k + ^)n < x < (k + |)k ，k g Z, 

而在所有点 （ A : + \) n 处没有定义，这样就得到与解 1 相同的答案 .口 

cos (: r + y) __ cos x cos y — sin x sin y _ cotx cot y — 1 
sin(x -h y) ~~ sin x cos y 4-cos x sin y — cot y -f cot x • 


注 cot(x + y) 


习题 961 求函数 + (工>0)的导数. 


解直接求导，并对后两项用对数求导法得到 

y’ = 1 -f-x x (xlnx) / 4- x x * (x x In x)' 

=1 + x x (l + In x) + x x * [(x x y \n x -f x 1 — 1 j 

=1 + x x (l -f- lnz) + x x% • [丄 + lnx + (lnx) 2 ]. □ 

X 

习题 963 求函数 2/= •^的 导数. 


解 1 


用对数求导法得到 / 

y' = y{\nyY = y(^ lnxj = 以 (一 lnx + 


=x x 2 (1 — lnx). □ 


解 2 


(对数求导法的另一种形式）将幂指函数写成指数形式后求导得到 

/ = (e 1 Uxx y = e x lnx • ( — lnx 4- = x x 2 (1 — lnx). □ 


习题 97 2 引入中间变量 w = cos 2 rr ， 求函数 y = In (cos 2 x 4 - \/l + cos 4 x) 的导数 


解这是利用链式法则的有效方法.于是就有 


y'x - [! 咖 4- vl ^-U 2 )y u • (cos 2 xY x 

u=cos 2 X 



vl + U 2 


• (—sin 2a:)= — 


sin2rr 


Vl 


x 


□ 


习题 977 求下列函数的导数，并作这些函数及其导函数的图像. 

(a) y = \x\; (b) y = x\x\\ (c)y = ln|x|. 


解由于计算很简单，这里只提供它们的图像.如附图所示，将每一个小题的导函 
数图像列在其函数图像的下方.其中小题 （ a )，( c ) 的函数为偶函数，其导函数为奇函数， 
小题 （ b ) 的函数为奇函数，其导函数为偶函数 .口 




(a) (b) (c) 

习題 977 的附图 

习题 982 求函数 

{ arctanx , | x | < 1, 

|x| > 1 

的导数，并作函数及其导函数的图像. 

解如附图所示，在[-1，1]上有 〆 ：= 

其中在 : r = 1处有左侧导数，在 x = -1 处有 右^导 
数.它们的值都是 1/2. 

在点 ： r = 1处 y ( x ) 连续，在 a : > 1时有?/ =如 

同时可以直接计算出点 a ： = 1处的右侧导数为与 

该点的左侧导数相等，因此存在 y r ( l ) = 

在 ： r < 一 1时仍然有 ?/' = 但由于 y ( - 1 一 0) = 

-1 - f , 而与 y (- l ) = 不相等，因此 y 在点 

x=l 处左侧不连续，从而在该点不可导. 

在附图下方的导函数图像中，我们看到在 a : = 
-1处导数不存在，这与在点 x == 1处存在导数且导 
函数在该处连续是不一样的 .口 

注导函数 y \ x ) 在点1和点-1处都存在极限，且都等于但由于 yOr ) 在点1 
处连续，而在点 -1 处不连续，因此结论完全不同.这恰好为一元微分学中的导数极限定 



习题982的附图 




理提供了两个例子.初学者可以在学习了 §2.6.4 的习题 1258.1 之后再回顾这里的说明. 
此外还可以参看 [23] 上册的命题 7.1.7 及其后的进一步内容. 


习题987证明，求 n 阶行列式的如下求导 规则: 


/ii(x) /12 ⑷ 


Ai( x ) fw(x) 


/ln(X) 


fn{x) /i2(x) 


w 擊 

fkn{x) = fkl( X ) fk 2 ( X ) 


/lnO) 




\fnl(x) f n2 {x) ... fnn(x)\ \fnl{x) fn2 ⑻ … fnn(^) 

解先复习一下 n 阶行列式的定义.根据定义，等式左边就是 

E (-” T ⑹ 2 ... in )/ u “ 咐 2)“ 介 •./ nh ( X )， 

其中的和式共有 n ! 项，每一项是从每行每列中各取一个元的乘积，在乘积的 n 个因子 
的下标中的第一个行指标按从小到大自然排列，第二个列指标记为：，九，它是 
1，2,…， n 的一个排列. t (九^ …九）是这个排列的逆序数，即发生较大的数排在较小 
的数前面的次数之和.当逆序数为奇数时这一项取负号，而当逆序数为偶数时取正号. 
然后只要根据对于 n 个函数乘积的求导法则，即 

去 (in (X)U 2 (Z) … Un(x)) = [ W (X)… u' k (x) - - - U n (x), 

就可以得到行列式的导数为 _ 


:…: 


=±( E 

fc=l \ ilia — ： 


(一 ir ( 〜 2 ... W / i 力 ( X) ... rkjk ( x ).../ nin ( x ), 


而右边就是 n 个行列式之和，其中第 A 个行列式是将原行列式的第 / c 行换为其导函数 
所得到的 .口 


2.1.3 杂题（习题 990-1023) 

这里包含了有关导数的多种类型的习题，其中有带有理论性质的习题,还有关于单 
侧导数的计算题.与上 一小节 不同，这里的多数习题不是单纯套用公式的计算题. 

前面的习题977和习题979-983中除了计算函数/的导函数广之外，还要求作出 
二者的图像.这实际上就是提示初学者，要注意函数及其导函数的图像之间的联系.下 
面的习题是这个方向上的一般化. 

这里假定读者已经具有关于函数的极值点和极值的知识.这方面的习题见后面的 
§2.11 和 §2.13. 

习题990已知函数的图像，近似地作出它的导函数的图像. 
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解在附图的上方作出了已知函数 
y = f(x) 的图像.由于常值函数的导函数 
恒等于0,因此若将 2 / = /( x ) 的图像作上 
下平移，则对其导函数没有影响. 

根据导数的几何意义，在/单调递增 
的区间上 〆 > 0,而在/单调递减的区间 
上？/ < 0. 特别在 y = f(x) 的极值点处 
/’⑻= 0 . 

若读者还具有函数凹凸性的知识，则 
就可以根据 f(x) 的图 像凹凸 来确定导函 
数 f '( x ) 为单调递减（递增)，特别是/的图 
像的拐点对 应于尸 的极值点. 



在附图中的4条垂直虚线将 / Or ) 的极值点（与导数为0的一个拐点）与 f ( x ) 的零 
点直接相联系.这提示我们将/和尸的图像作附图中那样的上下配置是很有好处的. 

此外，这里的导函数 /'( aO 的数值大小在目前并不重要,本题的目的只是确定其定 
性方面的特征.因此在附图中的坐标轴都没有注明标度尺寸的大小 .口 


注习题990很有意义.实际上它是在导数应用中的一项技能.当代著名数学家阿 
诺尔德在“数学的基本要求”一文中列出了对物理专业学生的最低限度的数学的一百个 
问题 ® ，其中第一题的内 容为： 

“随手画出一条曲线，试画出其导函数和原函数的图形 
它的前半题就是这里的习题 990. 

接 下来的 一道题是数学分析中的常用例题. 


习题991证明，函数 /( a :) = 



x#0, 
x = 0 


有不连续的导函数. 


解如附图的分图 （ a ) 所示，用粗黑曲线画出的的图像夹在用虚线画出的两 
条抛物线 y = 土: r 2 之间.为清楚起见在分图 （ b ) 中将原点附近的图像加以放大.（分图 
( a ) 中的直线 2 / = z 是 f ( x ) 当 a : — oo 时的斜渐近线 .） 

在 rr / 0时可以用求导公式直接得到 


f ’（ x ) = 2 x sin 




在上述表达式中令$ — 0,可见不存在极限.因此 z = 0是 f ，( x ) 的第二类不连续点. 

然而在点 z = 0处/是可导的.从附图可见，连接点（0,0)和 ( xj ( x )) ( a ; # 0) 的 


割线当 a : — 0时将会作无限次摆动，摆动的幅度趋于0,最终趋于具有水平斜率的极限 


位置，即 2 / = 0. 这就是 f { x ) 的图像被一对抛物线 2 / = 土工 2 夹在中间的结果. 


①该文及其所附的一百个题 见数学译林， 第11卷（1992)，第 4 期， 352-358 页. 
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习題 991 的附图 


在分析上可以如下计算得到 


lim Ax sin 
Ax 



这个例子表明在区间上处处有定义的导函数可以有（第二类）不连续点®. 


□ 


下面的两个习题本身虽然很简单，但在判定函数的可导性时有用. 

习肢994设 f ( x ) = ( x - aMx ), 其中函数 < p ( x ) 在点 a ; = a 处连续，求 /' ⑷. 


解直接按照导数的定义计算 如下： 

f(a) = i im - /(a) = ]im ( _^_aMx) = Hm = 口 

、 • *-*a X - a x— a X - a x-*o^ V J J 

习题 995 设 < p ( x ) 为连续函数， J 1 c ^( a ) ^ 0, 证明函数 f ( x ) = \x - a \ ip ( x ) 在点 a 
处没有导数. 

单侧导数4⑷和尺⑷等于什么？ 


解对于出现 |:r - a | 的问题可以在点 a 的两侧分别研究，这样就自然要去计算两 
个单侧导数. 

当 x > a 时，有 

_ (工 — a M x ) 


/Ua)= lim 
卞 x—a+0 x — a 


x — a 


= p ⑷， 


而当 : r < a 时则有 


广⑷ = 1⑷， 


可见在条件 ^( a ) # 0时南个单侧导数存在而不相等，因此/在点 a 处不可导 .口 

注以上计算实际上已经证明，若 ♦) 于点 a 处连续且 Wd ) = 0,则 f ( x ) = 
> - a \^( x ) 在点 a 处可导，且尸⑷= 0. 这在以后的习题中也有用. 


® 若导函数在区间上有定义，则它不可能有第一类不连续点.见本书在 §2.6.5 中的命题 2.2. 
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习题997证明函数/(4 = 



可导的点，但在这一点上是可导的. 



a: # 0, 
x = Q 


在点 a : = 0的任何邻域内有不 



分析本题我们只给出简要的分 
析，而将细节留给读者. 

如习题991所示，本题的函数 / Or ) 
被抛物线 y = x 2 和直线 y = 0夹在中 
间，仅仅如此就已经保证尸(0)存在. 

从 f ( x ) 的表达式可见，在 a : 一 0处 
求导时，困难只发生在 cos f 的零点处. 

从 f = ( A :+|) n 可知这样的点是 


巩= YTV /2 {k E Z ) - 由于 ( COS f y = sin n 在这些点处不等于0,因此函数 

|cos|-| 在这些点处的性态与卜 - a| 在点 a 处相似.由于 Z 2 在这些点处不等于 0, 因 
此如3题995的结论所示，这些点都是/的不可导点.（附图中明显可见的是点土2和 


土2/3等 .） 也可以直接计算出 /；( x fc ) = n , / l(xO = -7 C . □ 


{ x 2 x 为有* 

’ ’仅当 rr = 0 时有导数. 

0， x 为无理数 

分析在点 : r = 0处存在导数的证明与习题991和997是类似的.至于 x _ 0，则 
容易证明都是/的不连续点（参见 §1.7.3 的习题735)，从而一定不可导 .口 

注以上两个习题表明函数在某个点处可导完全是一种局部性质，是由函数在该 
点的任意小邻域中的性态所决定的，而与其他点处函数是否连续以及是否可导都没有 
关系.这样的基本性质我们已经遇到不少，例如函数在某点是否存在极限，是否连续都 
是这样的局部性质. 

习题999的可导性分析有5个小题，下面给出其中的一个小题的答案. 

习题 999( d ) 研究下列函数的可导性 ： y = arcsin ( cosx ). 

解利用 cosx = sin(f - a ;) 和 §1.8.2 中正弦函数的反函数恒等式 (1.46), 即有 
V = arcsin ( sin (| 一 a :)) = 号 — rr , -y < y -x ^ 

这样就得到在区间 [0,71] 上的函数的表达式.利用 cosx 为周期 2 rc 的偶函数，因此 
y ( x ) 也是周期2兀的偶函数，它在 [-71,7 C ] 上的表达式为 

y{x) = ^ - | x |, X G [-7 C ,7 C ]. 

这样就知道除了点 fcK (A G Z ) 之外 2 /( x ) 都可导（参见附录一的习题 319 的图像) .口 
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I jr sin 工 Q 

习题 1009.1 证明函数 f ( x ) = { $ ’ ’在 x = 0处连续，但在这一点 

[0, x = 0 

处既没有左导数也没有右导数. 

注这个习题中的函数是数学分析课程中的典型例子，其连续性的讨论见 §1.7.2 的 
习题680的解.读者可以参见该习题的附图，并与本小节前面的习题991作 比较. 其解 
答可见一般的教科书，从略. 

习题1017函数2/ = a : + 的图像在哪些 

点处有垂直切线？并作此图像. 

解有垂直切线的情况发生在函数连续但差商 
极限（即导数）为无穷大的场合.因此正常可导的点 
处都不会有垂直切线. 

从2/的表达式可见这只能发生在等于0 
的点处，也就是 x = kn，k e Z 的所 有点. 如附图所 
示，用虚线作出了 ？/ = x 和 y = s / sinx 的图像，而代 
表 y = x + v ^ sinx 的粗黑曲线就是它们的番加. 口 

注本题直接求导当然很容易.但从 §1.4 的 图像荇 加运算和蒋函数的？的图像可 
见，不作具体 M •算也可以解决问题 . （％的图像见附录一的习题276, 277等 .） 



习题1019如果函数/⑷在有界区间 ( a ,6) 上可导，且 r ]im () /( a :) = oc , 那么是 
否一 定有： 

(a) xiSo r(x) = °° ； 

(b) lim =4-oc? 

x-^a \ 0 


解 （ a ) 不一定.为此可以想象当 x 从点 a 的右侧趋于 a 时，函数/的图像在趋于 
无穷大的同时发生无限多次振动，从而存在导数等于0的一个点列趋于 a 即可. 

根据这样的构思就不难写出（例如） f ( x )= -^― +sln 它的导数为 

一 * O _■ 


/'(x) = - 


(z — a ): 


(1 + COS 


于是只要 取〜〉 a 满足 c OS y ^ = -1 即可.容易写出 X n = a-f 
n = 1，2, •…， 它就是满足条件的 i 列. 



( b ) 这是一定成立的.用反证法•若^ 0 |/^)|< + OC ， 则就表明 f ( x ) 在点 a 右 
侧邻近有界，这时就可以推出 f ( x ) 也在侧邻近有界,从而与条件 $^^ i +() /(aO = 00 


相矛盾. 
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第二章一元微分学 


这在将来学了微分中值定理之后就很容易证明，目前可证明如下.（所用的方法称 
为勒贝格方法，见 [23] 的上册的81，94, 131页 


根据反证法假设，有$ lim 。 |/如)| < + oc ， 因 

此存在 M > 0和 c € (aH 得在 ( a , cj 上成立 
\ f \ x )\ < M . 

从 \f(c)\ < M 可见存在 6>0, 使得当 c-5 < 
X < C 时成立 

/( 工) — /㈦ 
X — C 

如附图所示，问题是要将不等式推广为在 a <x ^ c 
时成立，即证明曲线?/ = /( a :) 的这一段落在灰色的 
三角形区域内，它的上下边界是 y = /( c ) + M ( x - c ), 
从而就与题设条件 lim /( x ) = c » 相矛盾. 

x—a+0 


< M. 



习題1019的附图 


定义数集 

S ^{ t €( ai c } | 在 < 彡 :r 彡 c • I :成立 |/(工） 一 /( c )| < M \ x - c \}. 

从前面的不等式己经知道在 c - S < x < c 时成立 1/ Or ) - /( c )| < M | x - c |. 将其中的 
<号改为 < 号就使得 x = c 时不等式也 成立. 又利用/的连续性，可见 = 时不 
等式仍然成立.于是 [ C — 5， C jcS . 

由于数集 S 非空有下界…因此存在下确界 

a = inf S . 

只要证明 a = a 就足以保证当 t e ( ci ， cj 时成立 \ f ( x ) - /( c )| ^ M\x - c | 成立，从而有 

1 /⑷I < \ f ( x )- Hc )\ + \ f ( c )\ ^ Af(c - a ) + |/( c )|, 

即/ 在点 a 右侧邻近有界. 

用反证法.设 a < %则从 \ f \ a )\ < M 可见存在 rj >0 ? 使得当 
成立不等式 

|/( x ) -/( a )| ^ M|x - a |. 

又由 a = inf S 可见，只要取 S 中的一列点趋于 a , 就可推出成立 |/( a ) - /( c ) | ^ 
M \ a - c \, 于是当 a - 7] ^ x ^ a 时可得到 

_ - /( c)K 1/⑻- /( a )| + |/( a )-/( c )| 

^ M(\x 一 a | + |a — c |) = M\x — c |, 

这表明 a — 77 G 5, 从而与 a = inf 5 矛盾 .口 

注本题也可以用有限覆盖定理等工具解决.这方面可参考 [23] 的 §3.5 和例题 
5.2.2 和 5.2.3 等. 





2.1.4 应用題（习题 1024-1033) 


第二章的大量内容均涉及导数的应用，这一节的最后几个习题就是这方面的内容, 


习题1024推出求和 公式： 

(a) P n = 1 4- 2a: -f 3 x 2 + • • • + nx n ^ 1 , = l 2 + 2 2 x + 3 2 x 2 十 … + w 2 怎 

(b) S n = sin x -f sin 2 x H - h sin nx, T n = cos a: 4- 2 cos 2 x H - h n cos nx. 


解求导数运算提供了求和的新方法. 

⑷容易看出&是 z + rr 2 +…十: r n 的导函数，而是 : r _ P n 的导函数，因此就可 


以在 : r 一 1时计算得到 


… 2—. + o ； n =x(1 + z + ". + ： c n- 1) = £^I = 〜^ 

然后就可求导得到 


Pn = ( x ? x ^ 1 y 二 1 - (^ + i)y 


x - x l 


(1 - X〉: 


-(n + l)x n + nx 1 

Ii^xT 2 ~ 


这个公式在 a ; = 1 时无意义，但其在 z — 1 时的极限值 n(n - + 1} 却提供了 a : = 1时的 


正确答案.其实只要在/>„的原表达式中用 z = 1代入就得到 


2 + 3 + 


+ n= n ( n ^ 


(这就是《习题集》的习题 1.) 

当然也可直接计算其极限，这里可用 §1.5.3 中的方法（与习题 424( a ), 426等相似). 
令 t 一 1 = 就有： 

. 1 - (n + 1)# + nx 71 ^ 1 ,••一 1 - (n + 1)(1 + 亡广 + n (l + t) n+l 




= 一 (n 十 i + n • = . 


然后再计算 Q n 如下. • 

Qn = (xP„y = ( 1 ~ b 

_ 1 一 （n + l) 2 x n + n(n + 2)x n+1 2{x 一 （n + l)x n+1 + nx n+2 ) 

- + ( T ^? 

= 1 + x - (n + l) 2 x n + (2n 2 + 2n - l)x n+l - n 2 :^^ 2 

— (1 - x ) 3 . 

与的情况类似，这个公式在 2； 〜 1 时的极限值恰好等于在 Q n 的原表达式中用 
x = l 代入的结果，即（习题 2 中的） 



12 + 224 ■… +n2 = ， - + i ^t L ) -. 

( b )5 n 是分析中常见的和式，对于它的计算介绍两个方法. 

第一种方法是用半角函数2 sin f 乘心，再积化和差，然后可用裂项相消法.在 

2 sin 号 sinkx = cos(A — — cos(fe + \) x 

中取 A == 1,2, • • • ， n 并将它们相加，就得到 
2 sin 号 (sin x + sin 2 x H -+ sin nx ) 


(x 3 x \ ( 

= [ C0S 2- C0S Y)^{ 


3a: hx 

cos Y - COS y 


2 n - 


cos 


2 n + l 
cos ―-— X 



的求和公式. 



解从 ( l n I cos 青 I )' = - 女 tan 专 （ * = 1， 2 ,…， 可见，只要对恒等式取对 

n 

数后求导即可得到&，然而对于乘积形式的函数 f ( x ) = IJ / iOr )， 也可直接求导得到 




因此就有 


sinx ax \ 


smx 


2 n sin 


2 ^ 


2 n sin 


x 

2 ^ 


cosx 


smx 


2 n sin 


2 ^ 


sinx 
2 2n sin 2 


cos 


2 ^ 


#■) 


=-cotrr + ^pcot ^ r . □ 


习题 1027 证明，可导偶函数的导数是奇 函数； 可导奇函数的导数是偶函数.并作 
几何解释. 


解本题的结论很有用.实际上在前面己经见过符合这个结论的不少例子，例如习 
题977的三个小题都是如此. 

对于可导偶函数/，只要对于/(- X ) = f ( x ) 求导就得到 

-尸(一:）=尸⑷， 

即其导函数为奇函数. 

从图像来看（例如抛物线 y = a : 2 )， 当 /( x ) 的图像关于 y 轴（即直线 x = 0) 对称时， 
对称的两点（吻，/(吻)）和 (- xo , /( x 0 )) 上的切线关于 y 轴也是对称的.于是它们的斜 
率，也就是尸(列）和 f (- x 0 ), 恰好符号相反而绝对值相同.因此 f ( x ) 为奇 函数. 

同样，对于可导奇函数/，只要对于 f (- x ) = - f ( x ) 求导就得到 

一 /' (一工）=-/，⑻，即 /'(-:)=m 

即其导函数为偶函数. 

从图像来看（例如三次抛物线 2 / = P )， 当 /( x ) 的图像关于原点为中心对称时， 
对称的两点（吻,/( 0 ： 0 ))和 (- xo , -/( x 0 )) 处的切线平行，即具有相同的斜率.这表明 
fixo ) - /'(— 仰)，因此 f ，( x ) 为偶函数 .口 

{ x y 0 < x < 2， 

而 <5(2：) 为曲线 = /(X )， Ox 轴 

2 x — 2, 2 < x < + 00 ， 

和过点 x ( X 彡 0) 的 Or 轴的垂线所围成的面积.给出函数 S ( x ) 的解析式，求导数 S f ( x ) 
并作出 = 的图像. 

解如附图的分图 （ a ) 所示，在0 < z 彡2时灰色区域的面积 S ( x ) = j - x 2 . 又如分 
图 （ b ) 所示,在 a : > 2时 S { x ) = 2 + 士 (x — 2)(2 + 2 x — 2) = T 2 - 2 x + 2.在 z = 2的两 




侧上述两个表达式仍然适用，它们分别提供了 SL (2) = 2和 S ；(2) = 2,因此 5( x ) 于点 
a : = 2处可导 ： 导数值为 2. 



(a) (b) (c) 


习題1032的附图 

由此可见，对于分段表示的函数 S ( x ) 求导，得到 




< X < +00, 


如分图 （ c ) 所示， ^ Or ) 与 / Or ) 完全相同 .口 

注一个不能冋避的问题就是，为什么会得到 S \ x ) = /( x )? 它有一般性意义吗？ 
对于本题中的简单函数这可以直接证明 S '( x ) = f ( x ) 如下. 

只考虑 : r > 2的情况.如分图 （ c ) 中那样取 t = a : 和 f = x + Ax , 图中只画出 
△x > 0的情况，但以下计算对于 Ax <0 仍然成立.于是 AS = S(x +厶4 一 S ( x ) 就是 
图中灰色的狭长梯形的面积.用梯形面积公式得到 


然后就有 


A 5 = - i - • Ax • ((2 x 一 2) + (2( a : + Ax ) - 2)] = Ax {2 x - 2 + Ax ) 
5 ; ( x )= lim = lim (2 x - 2 + Ax ) = 2 x - 2. 


I%)! 


这就是 S f (x) = /(x), 而且没有用到 S{x) 的表达式.对于 0 < a: 彡 2 的证明是类似的. 

一般而言，如右图所示，在积分学中的面积问题 
就是采取类似的方法来做的.设 y = /( x ) >0( a ^ y ㈣ ! 

x ^ bl 则为了计算该曲线下由 : r = 和?/ = 0 围 N 

! ' ： r f (X) 

成的曲边梯形面积，引入流动坐标 a ： € [a, 6], 将图中 你〜 ! s ^ u , 

涂以灰色的面积记为 5( x ), 则在/为连续函数的条_| _1 

件下可以证明成立 5^ r ) = /( aO . °! ^ X 

由此可见，从 /( a :) 求 S(x) 是求导数运算的逆运 曲边梯形示意图 

算.所要求的曲边梯形的面积就是 5(6). 

上述问题对于已经学过积分学的读者来说是容易回答的，而对于第一次遇到这样 
的现象的读者来说，这不是一个简单问题.若有不清楚之处可以在学了积分学后再回顾 
这个习题. 


曲边梯形示意图 




§2.1 显函数的导数（习題 821-1033 ) 


215 


习题1033 函数 S ( x ) 是由圆弧 y = Va 2 — x 2 , Oz 轴以及过点 O 和 z (| ar | 彡 a ) 且 
垂直 Ox 轴的两条垂线所围成的面积.给出函数 S ( x ) 的解析式，求导数 S \ x ) 并作出这 
导函数的图像. 


解如附图的分图 （ a ) 所示，灰色区域可以分解为一个扇形和一个直角三角形的 
并，图中只画出0 < x < a 的情况，但不难得到对 : r € [- a 7 a ] 同时适用的面积公式为 

S ( x ) = 士 a 2 arcsin + ^\ x \ y / a 2 — 

将 S ( x ) 在 a : > 0时求导得到 

S ^ x ) = 


2 


小一 


X* 


•士 + 士 




v/a 2 — X 2 


- = y/a 2 — X 2 , 


而在: r < 0时则从 S (- x) = S(x) 可见 S\-x) = -S\x), 因此可以合并成为 

S’(x) = sgn(x) y/a 2 — x 2 , 0 < |x| ^ a. 

在 x = 0 处存在两个单侧导数为 S；(0) = a 和 SL(0) = —a, 因此 S'(0) 不存在.在分图 
(b) 中作出了 WOr ) 的图像 •口 






Pi 


♦x 



习題 1033 的附图 


注这里对于 a :>0 和 x <0 时的不同表达式作一点解释 • 

如前所说，由2/ = f (工) 生成的曲边梯形面积 S ( x ) 总是满足 S f ( x ) = f ( x ), 但这是 
当梯形的变动边为右边界而言的.这时如果 f ( x ) > 0,则当 a ; 增加时面积 S ( x ) 也相应 
增加，因此其导数 S ' ⑷：> 0.习题1032中就是如此. 

但在本题的 : c < 0时，如分图 （ c ) 所示，曲边梯形的变动边是左边界.因此若负数 
增加，则梯形变小，面积 S ( x ) 递减，因此其导数 S f ( x ) < 0. 这就是本题的分图 （ b ) 中在 
x <0 时出现 S ^ x ) = -/ Or ) 的原因. 

学过积分学的读者容易看出，前者相当于将带有变动上限 z 的定积分对: r 求导，而 
后者相当于将带有变动下限 : r 的定积分对 a : 求导，因此结果是显然的. 




§2.2 反函数、用参数表示的函数和隐函数的导数（习題 1034-1054) 


内容简介在显函数的导数计算的基础上，进一步学习标题中所说的三种函数的 
导数计算.对于其中涉及的理论问题，即函数的存在性，将在今后解决. 


2.2.1 反函数的导数（习题 1034-1037) 

关于反函数的导数计算公式需要作一些解释. 

设函数 9 == f ( x ) (a < x < b ) 可导，且导数处处不等于0,则可从达布定理（见 
§2.6.5 的命题 2.1) 知道导函数一定保号，从而2/ = /(工）严格单调，因此存在反函数 
X = r \ y y 在数学分析的教科书中都给出了反函数可导的证明，并推导出其计算公式 
为 


Ay) 


•My) 


4 = 会 

这里的第一个问题是如何正确理解这个公式.由于 y = /( ㈤ 是 x 的函数.因此公 
式的右边就是然而反函数 x = rr ( 2 /) 中自变最是 2 /，因此左边 〆 ⑼是 2 /的函数. 
如何解释两边的不同？ 

实际上仔细检査教科书中关于反函数求导公式的推导就可以发现，右边的 - j — 

J \^) 

中的 x 应当用反函数 X = x ( y ) 代入.这就是说应当将上述公式看成为 

， = 7^1 ㈡ ⑻， 

即右边是通过复合运算而成为自变量 y 的函数. 

举教科书中一般都有的一个例题.对于正弦函数2/ = sinx , 将其定义域限制在 
[-|， f 1上，则就满足反函数存在的条件.如习题770所示，即可得到单值连续的反正 
弦函数，记为 a ; = arcsiny . 从 2 / = cosx 可见在 | o :| < |时，也就是 M < 1时，反正弦 
函数的导数为 

〆 (?/) = ( arcsiny )’ 

一 cosx " L = arcsini / — cos ( arcsin y ) 一 

由于 x = arcsiny G (- y , y ), 因此 cos(arcsin y ) = y/l : y 2 的根号前取正号. 

交换 的位置就得到导数计算基本公式中的 

( 臟 inx)' = 

练习推导其余几个反三角函数的求导公式之一. 

习题1034证明，由方程 y 3 ^3 j / = x 确定的单值函数 y = y ( x ) 存在，并求它的导 
数心 
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解由于 : r = 〆 + 3?/右边的每一项都是在（- oc 5 + oc ) 上的严格单调递增的连续函 
数，因此 a : = x ( y ) 存在具有相同单调性的连续反函数 2 / = y ( x ) .从 x f ( y ) = 3^ + 3 # 0, 
因此即可用反函数求导公式得到 

y，{x) = ^U = Wt3- D 

注如前所说，最后答案中的 = 即是由 方程? / 3 +3 y = rr 确定的反函数.然 

而“确定”与“解出”不是一回事.虽然三次方程存在求根公式,但其中出现复数运算，使 
用很不方便.因此一般对于反函数求导公式的右边就让它保留目前的形式. 

习题 1037(a) 选出函数 y = 2 x 2 - x 4 的各支单值连续反函数 x = x { y ), 求它们的 
导数，并作图像. 

解首先作出 y = 2 x 2 - x 4 的图像.如附图的分图 （ a ) 所示，该函数有4个单调区 
间，即[1，十 oo 〉，[0,1], [-1,0], (- oc ? l ]. 对这4个单调区间分别用反函数定理,就确定了 
4个单调连续的反函数，分别记为 Xi ( y \ i = 1,2,3, 4. 

从 2 /⑻= 4 x - 4 a : 3 = 4 x (1- x 2 ) 可见，除了 x = 0,± l 这三个点之外，都可以用反 
函数求导公式得到 

X，iV) = Vh = 4 x (1- x 2 )- 

与习题1034类似，虽然对本题可以解出 z = Xi ( y ) (i = 1,2,3, 4) 的显表达式，但代入后 
也并没有带来什么方便.反之，上述 x r { y ) 却是对于4个反函数同时适用的表达式. 

最后就是如何作出以上4个反函数的导函数 xr ( y ) (i = 1,2, 3,4) 的图像 • 

在这里采用参数方程的观点是非常自然的.在上面的:的表达式中我们只看到 
右边是 a ： 的函数，而我们知道这里的 : r = x ( y ). 由于没有合适的反函数表达式可用，我 
们不如就以 x 为参数，这样就将^/与 x \ y ) 的函数关系用下列一对参数方程 表出： 

y = -X' Ay) = 4i(l x2) , 

它们对于 i = 1 ，2,3,4 同时适用①. 

于是按照 §1.4.4 中作参数方程表示的函数图像的方法，我们在附图的分图 （ c ) 中作 
出了 x f ( y ) 作为参数 x 的函数的图像，同时再利用分图 （ a )， 当参数 z 从- oo 递增到 +oo 
时就可以得到分图 （ d ) 中的四个导函数的图像. 

例如，先考察 x ； ( y ) 的图像.从分图 （ b ) 可见 Xl ( y ) 的定义域为 (- oo , l ] ? 其值域为 
11， + OC ). 于是可取参数 a : 从1到 + oc . 然后从分图 （ a )，( c ) 可知 y 从1递减到 - oo , x \ y ) 
从- oo 递增到0,这样就得到了分图 （ d ) 中标出为 x ； ( y ) 的一支曲线. 

按照同样的方式就可作出其他三支导函数的曲线.在分图⑷中还利用了 §2.12 中 
的方法确定了 40/) 和 x ' 3 ( y ) 的极值点，使得图像更为准确.（这些计算都很简单，建议 
读者参看下一小节和 §2.12 后自己补足 .）□ 

® 注意符号: c 在本题的解题过程中的“角色” 转换: 在开始时 rr 是函数 y ( x ) 中的自 变蛰； 在反函数 
X = Xi(y) 中它是因 变量； 而在反函数的导数 X ；.( y ) 的作图中则用作为 参数. 
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习題 1037( a ) 的阱图 

习题1037还有两个小题 （ b )，( c )， 它们的解题过程与小题 （ a ) 是类似的. 

2.2.2 用参数表示的函数的导数（习题 1038-1047) 

习题1038 设 x = -1 + - < 2 , 2/ = 2 - +纟 3 ,作函数2/ = y(x) 的草图，并求导数 
y ， x (x). 当 rr = 0 和 :r = - 1 时, y f £ (x) 等于多少？在怎样的点 M(x ， y) 上导数 y , x {x)=Ql 


解作参数方程给定的函数的草图问题在本书的 §1.4.4 小节中已经作过介绍，请参 
看其中关于习题 369( b )，( g ) 的讲解.其中提出的基本方法就是先分别作和2/⑷的 
图像，然后合成 2/(4 的草图.下面的附图就是如此生成的. 





习題1038的附图 

如分图 （ a ) 与 （ b ) 所示，当参数6从 - oo 单调递增趋于 t = m , x ( t ) 单调递增趋于 
0,而2/⑷则是先增加再减少趋于0,这样就在分图 （ c ) 上产生了 a : 从 - oo 趋于0的一支 
曲线，然后同样可以看出当 t 从1单调递增趋于 + oo 时， re ⑷和 2/(0 分别严格单调递减 
和递增， 賴咖) 是严格单调递减函数，这样就得到分图 （ c ) 从原点出发的第二支曲线. 

列表是一个好方法.如果已经具备从导数符号判定函数单调性的知识(见§2.7)，则 
不难作出下列 表格： 


丁 

— 00 

(-00,-1 ) 丨 


(-1,1) 

1 

(l ， +oo) 

+oo 

xl 

—oo 


-4 

/ 

0 

\ 

—OC 

±1 

—oo 

/ 

4 

\ 

0 

/ 

十 oo 


利用参数方程给出的函数的求导法则就有 







反函数、用参数表示的函數和隐函數的导數（习題 1034-: 



^(岣 = ■§■= m =-|(1+’)， 

其中 i = 1时分子 W 和分母 < 都等于0,因此不能确定在该点（即原点）邻近是否存在 
V = y { x ) 或者 Z = x ( y ). 这从分图 （ c ) 中也能直观地看出. 

参数值 f = 1时 x ( l ) = y ( l ) = 0, = 2/⑴= 0,导数 y f x (0 ) 不能应用上述公式 

得到.但从极限角度来看，却可得到义⑼= -3. 从分图⑷可以看出，该点（即原点) 
是函数图像中的尖点，参数 t < 1和 t > 1对应的两支在该点处具有相同的斜率- 3. 

当 x = -1 时从 rr ⑷的表达式可见对应于 t = 0和 f = 2,相应的 y (0 取值为2和 
4,于是从导数公式可以求出 y ；(- l ) 分别为-吾和-吾 • 

导数 y f { x ) = 0的点只要从导数公式可见一定对应于《 = -1，因此将它代入和 
?/的就知道这个点是从(一4,4).口 

习题 1046 求下列函数的导数必（参数为正数 )： x = arcsin A— y y = 

vl +• 


arccos 


Vl + t ，2 ' 


解若不作任何分析就求导，则得到 


dy _ = A = v/i - 1/( … 2 )、 2 - :， =1 

dx x，f x j(i + t 2 r^.^ 2 \ . 

v/U/U + ^r V TT? ) 

如果到这里产生了“为什么会如此”的问题，则回顾题中的: r (0 和 y ⑴之后，就会发 
现原来只不过是 y = a :. 口 

注以上只考成 f > 0. 否则 2 / = y ( x ) 就是 y = | x |, y '{ x ) = sgnx (x ^ 0). 

习题 1047 证明，由方程组 

(x = 2 t-h |«|, 

/ = 5 i 2 4- 4 t \ t \ 

确定的函数 y = 2/(4 当 t = 0时可导，但它在这一点的导数不能用通常的公式求得. 


(一 j(l + P 厂吾 .2〆 



解从时 ： c = 纟和时 x = 3 i ， 可见 = : r ( t ) 是严格单调递增的连续函 
数，因此存在具有相同单调性的连续反函数£ = t(x). 这样就确定了函数 2 / = 2 /(啲存在. 
由于 x ^(0) - 1,攻⑼= 3,因此 x ( t ) 在 t = 0时的导数不存在.这样我们就不能 

用 y \ x ) = 来计算 f = 0对•应的点 : r = 0处的导数’（但这里要指出， 尽管在 y [ t ) 
的表达式中出^现⑷，直接计算 t = 0处的两个单侧导数可以确定存在 W ⑼= 0.) 

利用 a : = x (0 的严格单调递增 关系， 直接计算 y = y(x) 在 : r = 0处的两个单侧 
导数（参看附图的右分图).这时 Ax = z - 0,因此对于 : c > 0有 f > 0. 于是 a : = 3 t ， 
y = 9 t 2 , a : — +0 等价于 i — +0,即可计算得到 

lim 參 =lim 誓 = 0， 

△ z ->+o Aa : e^+o 3 t 

同样对于 a : < 0 有 i < 0. 于是 x = t, y = t 2 , x -0 等价于 f > 一()，即可计算得到 

lim 冬 = 0， 

t^-0 t 

这样就证明了存在 y f x ( 0 ) = 0. (更简单的方法是分别讨论£ > 0和纟 < 0时的函数 
2； = 2/⑻，发现表达式均为2/=工 2 ,因此必 (0) = 0.) 口 

2.2.3 隐函数的导数（习题 1048-1054) 

在《习题集》的 §1.4 中己经有隐函数的作图题（见习题370.1-370.2)，但关于隐函 
数的完整内容要到多元微积分中学习（见《习题集》的§6.3)，因此本小节只是结合习题 
的讲解对隐函数的导数计算作适当的介绍. 

从方程 F ( x , y ) = 0确定隐函数的问题与反函数的存在问题相 类似： 从 a ： =水幻确 
定反 函数以 = yOr ) 可看成是隐函数的特例，为此只要取 F ( x , T /) = a :- x ( y ) 即可. 

从多元微积分的隐函数理论可以确定在一定条件下存在连续可导的隐函数.本小 
节的习题就是在假定隐函数己经存在且可导的情况下学习如何计算其导函数. 

习题 1048 求由方程 z 2 + 2 xy 一 y 2 = 2 x 确定的隐函 
数 y (; r ) 的导数当 x = 2, ^/ = 4时，及当 x = 2, ^/ = 0时， 

导数2/等于什么？ 

解将方程中的 y 看成为隐函数 2/( x )， 然后对方程求 
导，得到 

2x + + 2xy f - 2yy' = 2, 

从中解出 〆 ，就得到所求的导函数的表达式为 

" 、 1 一 X — y 

以尤卜 ■- X -y 、 

用 or = 2 ，y = 4代入得到< i=2 = 2 音. 用 a : = 2 7 y = 0 代 

2/=4 

入得到 = ( 参见附图).口 

v=0 



lim 參 

一0 Zax 
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注由本题的方程所确定的点的全体是二次曲线中的双曲线，它是从直角双曲线 

1/rr 加以旋转再平移得到的.如附图所示，其中心为有两条相互正交的渐 
近线. 

从 y ，( x ) 的表达式可见在 x = y 处公式不成立.将这个条件与方程联立可解得两个 
点 （0,0) 和 （1,1). 如附图所示，在这两个点处切线垂直，因此不可导. 

容易解释在这两个点的任意邻近都不存在唯一的隐函数 2 / = y { x ). 例如，在点 
(1,1) 的左侧邻近根木没有满足方程的任何点，而在其右侧邻近则对于一个 x 有两个 y 
与之对应.对于点 (0,0) 的情况也是类似的. 

这里显示出隐函数求导公式的一个优点，即其表达式有效的范围也就是隐函数存 
在的范围.如图所示，除了以上两点之外，在任何其他满足方程的点的邻近，一定存在满 
足条件的隐函数. 


习题1053求由 arctan = In (对数螺线）确定的隐函数的导数义. 


解1将方程中的2/看成为以 X )，然后求导得到 

1 • y’x - y = 丄 • 2 x 4 - 2 yy ’ 

1 + ( y / x ) 2 x 2 2 x 2 -\- y 2 

整理后就得到 

作)=肖 •口 

解2用极坐标可以将方程化为 r = #. 这时可以用 p 为参数写出函数方程为 

x = r cos (p = cos y = rsirup = sin p ， 

于是将问题转化为用参数表示的函数的求导计算.这样就有 

，/ v _ y\p_ _ sin ip coscp _ sin p 十 cos<p 

没、 X ) 一 — cos cp — e '^ sin(p ~ cos # — sinp , 

将分子分母同乘以 r 就得到与解 i 相同的形式 .口 

注对数螺线的图像见附 录一的 3题 371.1( d ). 关于隐函数与用参数方程表示的函 
数的作图等，可以参看本书前面的 §1.4.4 和§1.4.5,以及后面的 §2.12.3. 
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§2.3 导数的几何意义（习題 1055- 1082 ) 


内容简介本节的习题是学习如何利用由导数带来的各种信息，其中包括切线的 
斜率和倾斜角、切线方程和法线方程、切线段长和法线段长、次切线和次法线等. 


习題1056在曲线 2 / = 2 + : r - ar 2 上哪些点处的 切线: 

( a ) 与 Ox 轴 平行； 

( b ) 与第一象限的角平分线平行？ 

解 利用导数 2 / = 1-20 ： 即是点 （ rr ， 2/) 处的切线的斜 
率，因此对于 （ a ) 即是要求 2 / = 0,由此可见 x = 从而 

对应的点是 

对于 （ b )， 即要求 〆 =1,可见 : r = 0,对应的点是 
(0,2). (在附图中作出了所求的两条切线 •） 口 



习题1057证明，抛物线 


y - a ( x - xi){x - x 2 ) (a 一 0 ，xi < x 2 ) 


与 Orr 轴相交的两个角 a 和 /3(0< a < ■!,()</?< I ) 彼此相等. 



解 不妨只讨论 a >0的情况.这时抛物线幵口向 
上，与轴的交点的横坐标为 m <以，因此只要求出 
在这两个点处的导数值就可以决定交角 a 和 /?. 

从 〆 = 2ax-a(xi-f x 2 ) 可知， y’(Xi) = a(xi — x 2 ) < 
0, 2 /( x2 ) = a { x 2 — xi ) > 0. 在 a > 0 时就有 

0 = arctan(y , (x 2 )) = arctan(a(x2 - X\)). 

由于 y \ x 1 ) < 0, 因此按照题设要求 a G (0,1) 就有 
a = — arctan^^xi)) = - arctan(a(a：i - x 2 )), 

因此就得到 a = /?. 口 


习题 1059 函数 y = re 和 yi = x + 0.01 sin 1000 to 彼此的差不超过 0.01. 问这两 
个函数的导数差的最大值是多少？并作出对应的图像. 


解 )ky[—y ， = 10 兀 cos 1000 Tlx 可见导数之差的最大值为 IOtc % 31.416. 

在作图时先考虑 2/( x ) 和2/1 ( x ) 的图像.由于 2/(4 = x 只是一条直线，而仍 ( x ) 的图 
像与直线 y = 在 y 方向的相差不超过0.01，这样的差别在普通标度的坐标系中是很 
微小的.例如，若在第一象限中以 (0,0), (1 ， 0) ， (1 ， 1),(0,1) 为顶点的单位 正方形 中作出 
2 /(rr) 和 2/1 (x) 的图像，则后者几乎也就是从 （ 0,0) 到 （ 1 ， 1) 的同一条对角线，很难察觉它 
们之间的差别. 

为此我们采用局部放大的方法来观察这两个函数的性态. 
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考虑到 sin 1 000 tcx 的周期为0.002,在附图的分图⑷中观察在 [0,0.05] 上 
的和 yi ( x ). 前者当然只是一条直线，后者则是上述直线与25个周期的正弦函数 
的图像的 叠加. 在分图 （ b ) 中作出了在 [0,0.01] 上的 2/( a :) 和2/1 ( rc ), 后者是5个周期的 
正弦函数的图像与 y = x 的脊加. 

在分图⑷中作出了 l /( x ) - 2/ Urr ) 在一个周期上的图像.由于周期长为 0.002, 而导 
数之差的振动范围为 [-1071,1071], 因此在两个坐标轴中采取了不同的标度- 
小结： 本题表明，对函数作微小的扰动时，其导数的扰动可以很大 .口 




( b ) 


习超 1059 的附图 



习题 1064( b ) 求曲线 y = arcsin ■ 〗 在点 x = 1 
处的左切线与右切线之间的夹角. X 


解1直接计算在点 x = 1两侧的差商并求极限.对于 


增量 


Ay = arcsin 


2(1 + Ax ) 

l + (l + Ax^ 



11 



计算其正弦值，利用 arcsin 1 = f , 就有 

sinA , = - cos ( a r csin , 2 ( j ± A ：\ 2 ) =~ 

V 1 + (1 + Ax ) 2 ) y [1 + (1 + Ax ) 2 ] 2 

= (一 )， 

因此也有么2/〜 — lAxl . 除以 △: r 后即可求出 4(1) = 一1， yUl ) = 1. 由于它们 互成负 
倒数，可见两条单侧切线正交（参看附图). □ 


解2由于在 x >0 时除了点 x = 1之外都可以写出导函数的公式，因此只要利用 
单侧导数极限定理就可以求出两个单侧导数®. 

在 a ； 一 1时用链式法则求导得到 

①参见 §2.6.4 的习题 1258.1. 
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第二章一元微分学 


-( 


2x \ 


2(1- f - x 2 ) -4 x 2 

(1 + 工 2 ) 2 


1 + x 2 \ x 2 — 1 


然后即可得到 2/(1+0) 


-\- x 2 J 

-1 和 2/(1 -0) = 1, 从而有< = 一1 和 〆 —= 


= 1. □ 


习题1065证明，对数螺线 r = ( a 和 m 为常数）的切线与切点向径所成的夹 
角为常数. 


解对于极坐标表示的曲线 r = r (^), 切线与切点向径所成夹角的正切有公式 

一 = 器， 


因此对于对数螈线即可得到 tan /? = : = □ 

注在极來标中研究曲线时，切线的位置一般不用它与极 
轴的交角来确定，而是用切线与切点处的向径延长线所成的夹 
角来确定的.这里补充其正切的计算公式的推导. 

设曲线方程为 r = rM , 则变换为直角坐标的曲线方程为 
x = r((f) cos (p 和 y = r ( ifi ) sincp. 


n 



于是切线的斜率为 



r ’( y ?) sin(f + r ( y ) cos y ? 
r 7 (v?) cosv? — r{^p)s\i\(f 


将切线的倾斜角记为 a ， 则有 y '{ x ) = tana . 如附图所示，切线与向径延长线所成的角 


0 的正切是 


tan 0 = tan(a — p) = 


tan a — tan cp 
1 + tan a tan f 


x y'r = 

xx ^ + yy ^ 一 rr ’ 一 r ’ 


特别可看出/ = 0 是切线与向径成垂直的条件. 


习题1066求曲线^/ = a : r n 的次切线长，由此写出作这条曲 
线的切线的方法. 

解如附图所示，过点 M ( x ， y ) 的切线在 Ox 轴上的投 
影: TP 即是次切线长.从2/ = nax — 1 可求出 TP =^ = f •附 
图中给出了 ?/ > 0和 〆 > 0时的作切线方法，即从 P g 定点 r ， 连 
接： TM 就是切线. □ 



习題1066的附图 


注在附图中是抛物线2/ = ax 2 的情况， OT = TP . 作抛物线切线的另一个类似的 
方 法是： 在给定点 M ( x ， y ) 之后，在 Oy 轴的负半轴上找出与原点的距离为 2 /的点，将它 
与点 M 连接就得到切线.这种方法己为古希腊人所知（见 [111 §3.5.1 的命题 33). 





习题1074 证明，曲线 y = f(x) (/( x ) > 0) 和 y = f(x) sin ax 在交点处彼此相切， 
其中 / Or ) 为可导函数. 

解设交点为 ( xo ,/( xo )), 则必有 sinaxo = 1. 于是有 cosaxo = 0. 这时两条曲线 
在该点的切线斜率分别为尸(2： 0 )和 

[f(x)smax]^ = f , (xo)smax Q + a /(: c 0 ) cosax 0 = f f {x 0 ), 

可见结论成立 .口 X= "° 

注读者可以将本题的结论推广到 y = /( a :) sin ^( x ), 其中 g(x) 可导.在这个推广 
之后，可以回顾前面的许多习题中的图像.例如 §2.1.3 中的习题991和997中的图像都 
是如此.此外，在 §1.4 中的大量习题中，凡是正弦函数或余弦函数以乘积因子出现时几 
乎都有类似的相切现象. 

习题1078 写出曲线 

养钱， y . 钱 

在点: （ a ) ^ = 0; ( b ) ^ = 1; (c)t = oc 处的切线方程和法线方程. 


解按照求导法则计算得到 

2 一 2卜处 3 +亡 4 

2 + 2 卜 4t 3 - t 4 • 

在亡= 0时点 （0:0) 处的％ = 1,因此切线方程为 
y = X 、 法线方程为 2 / = - 

在6 = 1时点（!•，+}处的迖= 3 ,因此切线方程 
为2/ — + = 3 (x —吾)，即 y = 3 x — 4. 法线方程为 

2/ _ 士 = 一 + 吾)，即 2/ = -yx-f 1. 

在 t = 00时按照极限来理解仍然得到点 (0,0), 其中 
的^为-1，因此切线方程为 2 / = - a :, 法线方程为 y = x . 
(参见附图 口 



习题1078的附图 


注为淸楚起见在附图中作出了曲线的图像，其中 （0,0) 是自交点，用虚线表示其 
渐近线 y = 3 a ：4--|. 这个图像与 §1.4.4 习题 370.1( b ) (即笛卡儿叶形线）非常相似，实 
际上两者只相差一个线性变换，特别是本题的参数方程可以改写为下列隐函数 方程： 


(rr + y ) 3 + 8 (x — y ) 3 - 8( x 2 - y 2 ) = 0. 


习题 1079 写出摆线 

x = a{t — sin 亡 )， y = a(l — cos t ) 
在任意点《处的切线方程，并给出作摆线的切线的方法. 


解直接求导得到 





^L- yL _ — = cot 丄 

dx ~ x[ ~ a(l - cosO - cot 2， 

只在 i = 0,271 处为无穷大，即有平行于轴的垂直切线. 

取定紿 e (0,2 ti ), 则过点 M(x(t 0 )，y(t 0 )) 的切线方程为 

Y — a(l — cos^o) = cot 夸 [Jt - a(to — sin <o)]， 

整理后为 

: K-2a = (A： - 咖) cot 普. 

可见切线经过点 JV(at 0 ,2a) (参见附图). 

生成摆线的方法之一就是让一个圆在直线上滚动，这时其圆周上的一个定点就生 
成摆线（也因此又称它为旋轮线).利用滚动圆就可以从上述计算结果作出摆线的切线. 
v ^ 对于摆线上的点从㈣⑹，?/%))，如图 

20 — 所示，利用滚动圆的圆心 O>< 0 ，a) 与点 M 

J) 的距离为 a， 而高度也为 a， 就可从点 M 确定 

yrr^\ a jy _点 a 的位置.然后过0作出滚动圆垂直于 

0, ^ Ox 轴的直径，就得到点 ；V(^o,2a ). 连接点 

习题10 79 的附图 M、N 就得到摆线过点 M 的切线 .口 


2na x 


习题1079的附图 


习题 1080证明， 曳物线 

x = a(lntan 音 +cosf )， y = a sin t (a > 0,0 <t<n) 

的切线长为常数. 

解从 a:( 7 i - 1) = 一: r(t) 和 2/(71 ~0 = 2/(0 可见参数方程确定的函数 2/ = y{x ) 为偶 
函数.当 f 从0到 tc /2 时冲）< 0,而当 t 从71/2到 7C 时 a: ⑴ > 0①.下面只考虑后者. 

计算导数得到 y 

备=菩 ^ tanf , t 


= tant, 


于是经过点 （:r(£), y ( t )) 的切线方程为 

Y — a sin t = tan t X — a ^ In tan ^ -f- cos ^ j , O T x T 2 x 

令 F = 0 得到切线与 Oo : 轴的交点为 X = alntan^. 习題 1 ( 湖的附图 

切线在 Oa: 轴上的投影（即次切线长）为X -冲 ）= -acost < t < tc ), 切点 
的高度是 asint, 因此切线长为 a 是个常值，在附图中作出了曳物线在两个点 Mi 和 M 2 
处到 Oar 轴的 切线/ 它们的长度都是 a. 

如果想象 T 是在人行道 （Ocr 轴） 上 向右方散步的 小孩， 同时用手拖着一辆在马路 
(y>0) 上的玩具小车 M, 则小车的轨迹就是图中的曳物线（这是其得名的由来).小车 
不会到达小孩散步的人行道，但会与它越来越近 .口 
^这里需要用 §2.7.2 #方法或其他方法来确定 x ( t ) 的符号. 




函數的微分（习題 1083-1110) 


§2.4 函数的 0 分（习題 10 83 - 1110) 

内容简介微分是一元微分学中的重要概念，本节主要学习微分的计算以及它在 
近似计算等方面的应用. 

由于微分概念的重要性，在做习题之前，适当复习一下它的意义是必要的. 

对于一元函数来说导数概念比较直观，从变化率的角度很容易理解导数在几何上 
就是切线的斜率.然而微分概念•的出发点与导数完全不同，两者之间没有从属关系. 

从定义来看，函数 y = f ( x ) 可微的意义是指由自变童的增童△: r 引起的因变量的 
增量 Ay 能够分解为与 Arr 成比例的一次项和高次项 o ( Ax ) (Ax 0), 其中的一次项 
就称为微分，记为 dy . 

由此可见，微分概念面对的问题是如何从函数的增量 Ay 中取出关于 Arr 的线性 
部分.由于在可微时微分中的比例系数就是导数/'(吻)，因此计算微分一般比直接从函 
数表达式计算 Ay 要容易得多.在 f r { x 0 ) 一 0时有 

△2/ 〜 r { x 0 )Ax = dy y 

因此微分 dy 是 △!/ 中的主要部分（经常称为线性主部).这是微分用于近似计算的依据. 

另一方面，微分还有强烈的几何意义.如图所示 ， y = /( x ) 在 x =抑处可微己经 
保证了曲线在点 ( x 0 j /( x 0 )) 处有切线.这条切线现在可以写为 dy = f , ( x 0 ) dx ) 其中 
dx = Ax 是自变童的增量.只要将 d : r 换为 X -吻，将 dj /换为 F - 洲，就得到平时习 
惯写出的切线方程 Y - y 0 = r ( x 0 )( X - x 0 ). 

然而还有更多的信息.可微保证了办是 Ay 
V = 的主要部分.如附图所示，在 Ay 与 dy 之间的差 

不仅随着 △：!： — 0而趋于0 (这只反映了连续性), 
而且还是比 Ao : 更为高阶的无穷小貴. 

在这样的意义下 ， y = f ( x ) 在点 x 0 可微就是 
该函数在该点邻近可以用线性函数逼近，或者说 
在相差为高阶无穷小量的意义上可以线性化. 

几何上的意义就是切线在切点邻近与曲线越 
微分的几何意义 来越接近，以致于在很多问题中可“以直代曲 ”• 

从映射的观点来看，实数集合 R 是一维空间， 一 元实函数是从一维到一维的映射. 
今后在研究从 n 维空间到 m 维空间的一般映射时，可微性概念就是用线性映射来逼近 
一般的非线性映射，这样的推广非常自然，没有任何困难.然而作为变化率的导数是差 
商的极限，差商只能是两个数相除，它的推广就很不方便.例如在多元微分学中将导数 
推广为偏导数，然而偏导数只是函数在一个方向上的变化率，而可微则要求在一个邻域 
内可线性化，因此可微比可偏导强得多. 

一般认为，微分概念以及与之相伴的线性化是微分学中最为本质的思想. 

还需要注意，一元函数的微分 dy = f ( x ) dx 中 rc 和 drr 是意义不同的两个独立变 







量，因此 dy 是二元函数.微分的计算虽然比较容易，但初学者需要注意每种类型习题的 
意义是什么. 

由于在一元函数中可微和可导等价，因此本书在今后对于一元函数将同时使用可 
微和可导两个名词.此外，又经常将函数存在连续的导函数称为函数“连续可微”. 

习题1083求函数 f ( x ) = rr 3 - 2 :r + 1的 A / U ) 和 d /( l ), 并对两者作比较，其中 
( a ) Ax = 1; ( b ) Ax = 0.1; ( c ) Ax = 0.01. 


解 一 方面从 f ( x ) ^ x 3 -2 x-hl 直接得出① 

△/⑴ = /(I + Ax )- /( l ) = 3 AxH - 3 Ax 2 + Ax 3 - 2 Ax 

=+ 3 Ax 2 4- Ax 3 ， 

另一方面，从 f f ( x ) = 3 a : 2 - 2 有 /'( I ) = 1，因此有 

d /( l ) = f ( l)dx = dx = Ax . 

这样就可以将具体的 △!： 代入计算并列表 如下： 

Ax I △/(!•) = Ax + 3 Ax 2 -f Ax 3 I d /( l ) = Ax 


0.01 


0.131 

0.010301 


0.01 


可以看出，随着 Ao : 越来越小，在因变 fi 增虽 A /( l ) 和微分 d /( l ) 之间的差不仅变小， 
而且这些差值与 Ax 之比也越来越小，即相对误差也趋于 0-. 




0.031 


= 0.31 


0.000301 


= 0.0301， 


这就是 A —— 0 (r 一 0) 的具体表现. 口 

习题1087求函数 y == 4 l n |^_| 的微分. 

解1按照 dy = y ^ x ) da : 只要如下计算： 

d2/= i( ln |St|)’ d：r = ^( ln|a： - al — ln|a： + a| )’ dx 


- ^2 a ( x — a 一 x + a ) 


dx- □ 


- a 4 


解 2 利用一阶微分的形式不变性，引入中间变董以= 


x — a 


= 则有 


2/ = jlnlzxl . 于是可以如下计算： 

d y^y- du =2k d { 


x — 


i) 


-k \ VAt ^\A. 

2 a x - a (: r + a ) 2 


dx = 


dx . □ 


①按照习惯，今后将 { Ax ) n 记为 Aa :' 将 （ dec 广记为 dx n . 




注一阶微分的形式不变性是微分的重要性质，在多元微积分中有很多应用.虽然 
它在一元微分学的计算中所起的作用不大,但如解2所示的计算方法含有新的思想. 


习题1091设 u , % w 是关于 x 的可微函数.求函数 y = 


的微分. 


解直接计算得到 

dy = ( uvwY x dx — ( u f vw + uv r w -f uvw f ) dor , 

又可以记为 

dy = vwdu + uw dv -f uv dw . □ 

注这里不加证明地介绍多元微积分中的有关结果.在多元微积分中引入偏导数 
和微分等概念之后，就有 




( 2 . 1 ) 


其中的偏导数就是将自变量％ K ； 看成为常数时?/对^的导数.对于其余两个偏导 
数也作同样理利用这时的微分仍然具有形式不变性，因此为 rr 的可微函数时 
公式 （2.1) 仍然成立.习题1091的答案的第二种形式就是 （2.1) 的一个特例. 

习题1094设是关于 a ; 的可微函数，求函数 2/ = arctan ! 的微分. 


直接对 a ： 求导得到 


dx 


dx = 


— v r u 


dx. n 


解 2 利用习题 1091 的注中的公式，则有 


1 + 4 


若将其中的 dii 和 ch ; 换为 V do : 和 1 / do : 就得到与解1相同的结果 .口 
习题 1096 ⑷㈤ (i3 一〜 9) _ 


本题的意思是以 ti = x 3 为自变量来 求?/ 的微分.由 于?/ = u - 2u 2 - u 3 , 因 


此就有 


dy _ d{u - 2 u 2 - u 3 ) 
d ( x 3 ) _ du 


U =； 


= ( l -4 u - 3 u 2 )| _ 3 = 1 - 4 x 3 - 3 x 6 . □ 

解 2 由于导数记号 I 在引入微分概念之后可以看成为 dy 除以 drr , 又利用一 I 
微分的形式不变性，因此本 S 也可以如下 计算： 




dy 

d(P) 


d(x 3 — 2ar 6 - z 9 ) 

d (^ 

(3 x 2 — I 2 x 5 ― 9 x 8 ) dx 
3 x 2 dx 


=1 一 4 x 3 - 3 x g . □ 


习题 1097 设扇形的半径 = 100 cm , 中心角 a = 60°, 在下列情形下，这个扇形 
的面积分别改变了多少？ 

( a ) 半径 E 增加1 cm ; ( b ) 中心角 a 减少 30'. 

分别给出精确解和近解. 

解扇形面积5=|/? 2 . 1 |^«，其中角0采用度为单位. 

( a ) 中心角 a = 60°固定时， 

A 5 = y (101 2 - 100 2 )号= 100.5 -1* » 105.243 cm 2 , 

用微分计算则为 

dS = fi .-5- d /?« 104.720 cm 2 . 

( b ) 半径 ft =100 cm 固定时， 

A 5= 一 歡 - « -43.633 cm 2 , 

用微分计算则因 S 为 a 的线性函数，因此同样有 d 5 = A 5 ^ - 43.633 cm 2 . □ 

注 （ a ) 表明用微分计算误差一般要比用函数的表达式计算增量来得方便， （ b ) 则 
表明对于线性函数来说因变量增萤与微分没有差别. 

习题1098单摆振动的周期由公式 : T = 271#给出，其中！是摆的长度，夕= 9.8 
m / s 2 是自由落体的加速度.将 f = 0.2 m 的摆改变士少时，可以使得周期: T 增加 0.05 S ? 

解如果不用微分法，则可以先按照公式计算出改变前的 r = 0.898 s ， 然后将 r 加 
上 0.05 s , 再计算出这时的 i = 0.223 m , 因此摆长应当增加 0.023 m , 即 2.3 cm . 

采用微分法，则有 

dT = -5=- d/, 
y/9l 

然后取 dT = 0.05 s ， 即可求出 di = 0.022 m , 即 2.2 cm . □ 

习题 1099 用微分代替函数的增量，求 ^ T 02 的近似值. 

解取函数2/=&，0：=1,么1 = 0.02，则从微分公式 

d2/= 3^ dX 

可得到 dy a 0.006 667,因此 ^ L 02 « 1.006667. □ 

注这个近似值有几位是精确的？用计算器可得到 ^ T 02^ 1.006 623, 其中的数 
字都是精确的.可见上述用微分法求出的近似值 1-006 6 的每一位数字都是精确的（关 
于精确到 n 位数字的意义见 §1.1.5 开始的说明). 




§2.4 函数的微分（习題 1083-1110) 
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这里当然有一个问题，即有什么方法可以用来估计微分代替增量带来的误差是多 
少？这在学习了 §2.10 的泰勒公式之后即可解决 • 


习题 1104.1 证明近似公式 


va 2 + x » a + 


壶 （ a 〉0)， 


其中 W 《 a . (正数4和 S 之间的关系 A <^8, 就是说4相对于 S 而言， A 为非常小 


的量 •） 

利用这个公式求下列各数的近似值，并与数表作比较 
(a) \/5; (b) v/34 ； (c) y/V2Q. 


解令 y = v ^， 在点 u = a 2 处取 △!/ = a :， 则有 y ( a 2 ) = a , 且有 

dy= (.2^)L^ dU= -t' 

因此就得到所要的近似公式. 

以下只给出小题 （ a ) 的解，请读者完成小题 （ b ) 和 （ C ). 

(a) 若取 a = 2, a: = 1，则就有 

v /5 w 2 + j = 2.25. 

如果对此不满足，则还可以取 a = 2.2, z == ().16,则有 

V 5 « 2.2 + = 2.236. 

用计算器知道有« 2.236068. 因此用微分法得到的 2.236 中的数字都是稍确的 •口 


习題 1106正方形的边长 re = 2.4 m 土 0.05 m. 计算这个正方形的面积，它的最大 
的绝对误差和相对误差各为多少？ 


解令 6’ = a: 2 , zo = 2.4 m ， |△:c| 彡 0.05 m. 如不用微分法，则 = (a: + Ax) 2 - 
x 2 = 2xAx + Ax 2 , 因此绝对误差为 

|A5| 彡 2 x 2.4 x 0.05 + 0.05 2 = 0.242 5 m 2 , 

而相对误差为 

I 誓 

即约为 4.2%. 

用微分法则有 d5 = 2 xdx , 即得到绝对误差限 |d5| ^ 2 x 2.4 x 0.05 = 0.24 m 2 , 以 
及相对误差限 |||< 24 Q j 4 2 4 ^ 0.041 667. □ 
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§2.5 高阶导数和微分（习題 1111-1234) 


内容简介本节的计算题要比前几节的一阶导数和一阶微分的计算复杂一些.对 
于 n 阶导数的计算有时需要特殊的技巧，对于髙阶微分的计算则由于不再具有形式不 
变性，因此需要注意题中除了因变量之外，哪一个变量是自变童. 

2.5.1 显函数的高阶导数和微分的计算 (习题 1111-1139) 

先看几个较简单的习题. 

习题1118求函 数?/ = In /( X )的二阶导数，其中设/二阶可导. 

r ⑻ m _ imi ! 门 

习题 1120设 y = e 8i ^ cos ( sinx ), ^ 2 /( 0 )， j /⑼， y "(0). 

解 1在]/的表达式中令 x = 0代入，得到 y (0) = 1. 

将 y 对 x 求导得到 

y ’ = e sinx cosx - cos(sin x ) - e Binx sin ( sinx ) - cosx , (2.2) 

再令 x = 0 代入得到 2/(0) = l . 

将2/对: r 求导得到 

y ,f = e 8in x cos 2 x - cos(sin x ) - e sm 1 sin a : • cos (sin x ) 

— e smx cos 2 x - sin ( sinx ) — e sin 1 cos 2 x • sin(sin x ) 

+ e sm 1 sin ( sina ;) • sin x — e 8mx cos(sin x ) - cos 2 a : 

=— G sm:r sin a : - cos ( sina :) 一 2 e sma: cos 2 a ; - sin ( sinx ) + e 6inx sin ( smx ) - sinx y 

令 ： c = 0 代入即有 y "(0) = 0. □ 

解 2 在得到 2 /的表达式 （2.2) 之后的计算可以简化. 

为此将 (2.2) 右边的第一项写为 ycosa :, 则对它再次求导得到 

(y cos x) f ^ = y ’(0) = 1， 

而在 (2.2) 的第二项的三个因子中，第二个因子 sin ( sinx ) 在 a ; = 0时为0,因此只需对 
这个因子求导并令 x = 0 代入即可，这就是 

(一 e sin:c sin ( sin : c ) cos x) r = (- e 8in 1 cos (sin x ) cos 2 x ) = —1， 

x =0 x=0 

可见 y "(0) = 1-1 = 0- □ 


解 接连两次求导得到 


y = 





y = 


V /⑷/ 
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习题 1124设1/ = u(x) 和 t = v(x) 为二阶可微函数，求函数 y = u^ 的二阶导数. 


解用对数求导法，即有 { 

y’ = 2 /(Iny)’ = y(vlnuy = y(v' lnu + ”^~) 

= u v v r In w + vu v ~ l u\ 

然后再求导得到 

y ,r = y[y '+ 年丫 ^y(v ,r inu- {- 2v 々 + - 

2vv , u , In u . v 2 u /2 


=u v (v /2 In 2 u 


v n \nu + 


u .+ u 


-誓) 


习题 1130 就下列两种情形，对函数 y = P 求 d 2 2/ : 
(a) a: 为自变量； （b) a: 为中间变最 • 


□ 


解1 ( a ) 这时 d 2 2 / =心 da : 2 , 因此只要先计算出 

Vx = y'^i = e x , 

就得到 d 2 y = e 3 dx 2 . 

( b ) 在: r 为中间变量时，设 z = x ⑴，自变最为 <，则就有 d 2 2/ = 必心 2 .因此只要先 
计算出 

y [ = e 2 rc ’ ⑴， y :’ 2 = eW )] 2 + e x x ,/ ( t ) > 

然后就得到 

d 2 y = e x [ x , ( e )] 2 d « 2 + e x x u ( t ) dt 2 . □ 

解 2 ( a ) 先有 dy = # drr ， 然后利用 a : 为自变量时 d 2 x = 0, 因此就得到 

d 2 y = e x dx 2 . 

( b ) 利用一阶微分的形式不变性，就有 d ?/ = # d : r ， 然后再计算得到 

d 2 y = d ( e I dx ) = e x dx 2 + e 1 d 2 x . □ 

注解 2 的 （ b ) 比较简单，但需要注意，按照定义，微分 d 总是对于最终的自变量而 
言的.若在其中令 t = x (0, dx = d 2 x = rr 〃⑴也 2 ,则得到的答案与解 1( b ) 完 

全相同.只是解2的形式还适用于 I 是多个自变童的函数等情况，因此 更为一 般. 


习题 1135设 U 和 u 为关于变量 o: 的二阶可微函数，对函数2/ = •^求 d 2 y. 

解 利用 §2.4 的习题1091的注中提出的公式（2.1)，就有 

dy = 丄 dw —— ^4-dy, 

V V 

然后再求一次微分，这时除了 d(du) = d 2 u 和 d(d^) = d 2 v 之外，对于其余因子仍然可 
以用公式（2.1)，于是得到 

d 2 y = - dv du + d 2 u + ( — j du + | dvj Av - d 2 v 

= 一冬 dud V +^fdv 2 + id 2 u--^d 2 v. □ 

V 2 V 3 V V 2 

注最后的结果中不出现 dtx 2 项，这是因为 2 /关于 u 是线性函数. 


2.5.2 非显函数的高阶导数和微分的计算（习题 1140-1150) 

习题1140对以参数形式 x = 2 t - t 2 , y = 3 t - t 3 给定的函数 y = y { x ), 求导数 

y: ， y» 

解一阶导数的计算公式见 §2.2, 即是 

1( , y [ 3 -3 卢 3(14-0 

由于必和 a ： 仍然是通过参数 < 发生函数关系，因此就可以将求义的法则用于求二阶导 
数，即有 

ytl — ( y^)t _ 2 — 3 

〜 3 一 X ； 一 2 — 2亡 一 4(1 _ 亡）， 

并可以继续做下去得到 

3 

v … n m 3 n 

Vx3 一 一 2 - 2 t - 8(1 - 1) 3 

注本题的函数图像见附录二的习题1532,上述关于的计算为讨论该曲线的 
凹凸性做好了准备. 


习题1144对以参数形式 z = f ，( t)，y = tf \ t ) - f ( t ) 给定的函数 2 / = y { x ), 求导 
数(其中设/三阶可微 .） 

解按照公式计算得到 

. n 札 ， 

^ = -^ = 7%r 

广⑴ 

u …— ( y^Yt __ [/W f m { t ) n 

…一 IT— /，—— — [/"Wl 3 . 

注 队 y， x = t 可见，参数 i 就是曲线 y = ?/(： r ) 的切线斜率.这个变换称为勒让德变 
换，它是称为接触变换（或切触变换）的一大类变换中的特例.可以看出，有 

t = V ’ x ， f ( t ) = — y = xy’ x - y ， 

因此其逆变换具有相同的形式（可参见问的第一卷的 §6.4 的218节之 5)). 

下一个习题讨论了一般的反函数求导的计算方法. 

习题1145设函数?/ = f ( x ) 是足够多次可微的函数.求反函数 x = 的导数 

忒 〆 '， 〆 "，(假设这些导数存在). 


解为清楚起见，将等记为 < 等.如 §2.2 所示，％有现成的公式 

4 十 


(2.3) 
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其中写出了几个表达方式，特别是最后一式强调在 


尸⑷ 


中的从而是以复 


合函数的形式成为2/的函数.在这样理解之后对于2/再求导就没有困难. 


在 (2.3) 的基础上用链式法则就有 

_ d K ) . dx _ /" ⑷ . 1 = /" ⑷ 

y ^ dy 2 ~ dx dy ~ [f r {x )] 2 f (x) ~ [/' ⑷ j 3 ’ 

其中为简明起见没有再写出 x = f - l ( y \ 但只有记住这一点才知道在上述计算中要乘 


上因子 


尸⑷ 


于是有 


… d(x;') d 工 / r(x) 3 [/"⑷ 1 二 r(x) 3[/ 〃 Qr)] 2 

v 一 .瓦一 V — T 7 W [尸(工 ) l 4 > /，⑷- 【尸 ⑻ ] 4 [尸 ⑻ 】 5 

4 、 d «') dx / / < 4 >( x ) I 0 r ( x ) r ( x ) 15[/"( rr )] 3 x l 

，一 drr ' dy [/' ⑷ ] 4 十 [/'( x)p [ f \ x)] G ) f \ x ) 

/ ⑷⑷ I0r(x)r(x) 15[/"(x)] 3 

]7 w [尸⑻ i 6 [尸⑷】 7 ， 


其中注意每次对 rr 求导后还要乘上因子 ^ 
为自变量是？/，而不是 a :. □ 


否则就不能得到正确的答案，因 


习题1146对于由 x 2 + y 2 = 25确定的隐函数 y = y ( x ), 求 y ， x , y % 必 .在点 
M (3,4 ) 处的 y f ， y 〃 和]/〃 等于什么？ 



解将方程中的 y 看成为 y ( x ), 然后求导得到 
2 x + 2 y ( x ) y , ( x ) = 0, 

于是可解出得到 2/(4 = - 
对上式再求导得到 


沒⑷. 


y ,7 ( x ) =- 


y f , \ x ) = 


1 , 邛’⑷ = 

? /⑷ y 2 { x ) 

y ’( x ) = — 


25 


• V 3 ⑻ 


75 


r ⑷ 

再用 a ; = 3, ?/(3) = 4代入得到 

2/’(3)= 

毳 

225 


-*，，⑶= 


75 a ; 

J / 5 (工） • 


25 


64 


ST(3) = — 


1024 


□ 


注从附图可见，在圆周上 y ^ O 的任何点 ( x , y ) 的邻近，均可以从方程解出两个 


显表达式 y = V 25^ 和2/ = - V 25^. 题中求出的前三阶导数的表达式对于这两 
个显表达式同时适用.例如图中标出的两个点（3, 4) 和 (3, -4), 分别具有斜率为一|和 

f 的切线，而这两个斜率都满足 y \ x ) =-為. 

这对于由一般方程确定的隐函数也成立，即由方程得到的隐函数导数公式对于满 
足方程的各个隐函数同时有效. 




236 


第二章一元微分学 


2.5.3 应用题（习题 1151 - 1155) 


习题1151设函数 /(: r ) 在:时有定义且二阶可微.系数 a ，6 和 c 应当怎样选 
取，使得函数 


F(x) = 


/⑻， 

a(x - xo ) 2 + b{x - xq) 4 - c , 


x ^ xo, 



是二阶可微的? 


解在 o : > 利时的二次函数（记为 g ( x )) 可以将其定义域延拓到 a : =抑，而且这时 
g 直到其二阶导函数在点吻处都是连续的. 

根据条件，应当使得工 > 吻时的二次函数当 : r — 抑+ 0时的函数值及其直到其二 
阶导数值的极限与/在点: r 。 的函数值及其直到二阶导数值分别相等，也就是 

5( 怎。 + 0) = c = /( x 0 ), 

^ (x 0 + 0) = 6 = /L(x 0 ), 
g\x Q + 0) -2a- 广 (re 。)， 

这样就完全确定了 a , 6, c . 

由于 c 的选择保证了 F 在点 Xo 处连续，根据单侧导数极限定理（即习题1258.1)， 
因此从6的选择就有 F ；( x 0 ) = F ：( x 0 ), 于是 F 于点: r 0 处可微.同时从/与. 9 的条件 
乂推出 V 于点 rr 0 处连续，于是可以再次用单侧导数极限定理推出 ^( x 0 ) = F f !( x 0 ), 
即保证了 F 于点: r 0 处二阶可微 .口 

注1以上求解可以不用导数极限定理.实际上从 c 确定之后就可以用 〆 4的表 
达式直接计算出 F ；( a ； o ) = 6, 而在 c , fc 确定之后可以直接计算出 F ^ xo ) = 2 a . 

注2由于牛顿力学第二定律，力与加速度直接有关，因此在许多工程问题中的各 
种轨道曲线的连接点处，不仅要求光滑（即一阶可微)，而且还要求二阶可微，也就是要 
求曲线的曲率连续过渡.（参见 §2.14 的习题1591，1610等 .） 

接下来的习题 1152-1155 都是计算点运动的速度与加速度，这是一阶导数和二阶导 
数的另一个重要的应用领域. 


2.5.4 高阶导数与微分计算（续）（习题 1156-1185) 

本节到此为止的习题多数只是计算二阶或三阶导数与微分，而下面所计算的导数 
或微分的阶数往往比较高，因此需要莱布尼茨公式以及其他技巧的配合. 

习题 1156沒= x (2 x — 1) 2 ( j : + 3) 3 ,求 y ( 6 ) 和 y 、 7 、• 

解由于 y (: r ) 是六次多项式，而: r 6 项的系数为4,可见= 4 • 6! = 2880, 
2/⑺ =0. □ 



习题 1159 y = 


- x 


，求 y ⑻ • 


解1将 y ( x ) 看成为 rr 2 与的乘积，用莱布尼茨公式求导只要计算3项： 

i- X 

y ⑻二 x 2 [(l - x )- 1 ] ⑻ + Cj • 2 x ((1 - rc 广”⑺ + C ! • 2[(1 - x )~ l ] i6) 


8!_ , 2 a : • 8! 

x n i" 、i 


8 ! 

(1 一: r ) 7 


~ (1-x) 9 (1 - x) 8 (l-x) 7 

=• 卜 2 + 2x(1 - z ) + (丄-工) 2 ) 

一 _8!_ □ 

— (1- ， 

解2将有理分式函数分解为多项式与真分式之和后求导较为方便.先作 分解: 


y = 


— 


-X 


= — X — 1 


—X 


然后求导就得到® 


y ⑻ = 


(1 - X )， 


. □ 


习题 _ y = 焉，求严 

解1采用上题的分解方法，则有 


( 100 ) 


解2 


y (UKO = ( 2(1 - x ) - T _ (1 _ x ) T ) (100 ) 

= 2(-1) 100 ( - -99)(1 

-(-l) l00 y(-|)-- (-y-98)(1 

= 古 ( 側 "〉(1 一 x) I + 古 (197!!)(1 - xf^ 1 

(197!!)(399 -x) 

= 2 ioo ( i - x ) ioo v / r ^"* 

直接用莱布尼茨公式也只有两项，因此就有 


2 / (100) = (1 + x )(( l - x )~ T )(_ + 100((1 - x ) 2-) (99) 

_ (1 4- x ) . 100 m 07 ” vi 


^^(199!!)(1 - xf ~ + - p _(197!!)( l - x ) 

(199!!)(1 4-3：) + 200(197!!)(1 - rr ) 

2 100 (1 -x) 100 vT^x 
(197!!)(399- x ) 

2 luu ( l - rr ) lu V " l - x ' 


199 

2 


①这里利用了两点 ：（1) 求导（以及微分）对于函数为线性运算，即 （ a / + = a/z + 6 〆 ， （2) 幂函数的 

导数计算较容易，其中包括多项式和 rr - 1 在内. 
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习题1164 y = 与足，求 y ⑻. 


X 


解1直接用莱布尼茨公式做，则得到6项，计算似乎较繁复.是否有其他方法？ 
从 〆 =二 i ^ ± i ， 2/〃 = …，可以猜测本题的2/的 n 阶导数具有下列 

特殊 形式： X X 

y(n) _ Qn lnx b n 

实际上这对于 n = 0, l 已经正确，而从 n 到 n + 1 可从以下计算得到 证实： 

"(n+1) = ( b n )' = 一 (n + l)(fln Inx -l- b n ) -f Q n 

这同时提供了两个系数形成的数列的迭代 公式： 

a n +i = — (n + l ) a Tl ， 6 u +i = 一 (n + l ) b n -f a n . 

于是就可以从邮 =1 和 bo = 0 开始作如下计算 •. 


n 

0 

1 

2 1 

3 1 

4 

5 

dn 

1 

一 1 

2 I 

一 6 

24 

— 120 

bn 

0 

1 

一 3 | 

11 

一 50 

274 


即有 y (5) =二 i 2 Q i ^ 土 27 1. n 

注从迭代公式不难求出数列彳 aj 和 { fe n } 的通项为 

a n = (-1)、!， n = 0 ， l ， 2 , …， 

6 n = (-l) n - 1 n!.(l + + + j + 〜 + ^),n=l ， 2 ，〜 ， 6()=0. 

这样就解决了对任意 n 的 y ( 〜 的计算问题.（它以求 d 、 的形式出现在习题1212中 

解2 (7/(-) 的计算公式的一般性推导）在用以上方法得到了 y (4 的一般公式之后， 
可以发现用莱布尼茨公式直接证明它也是容易的.利用为正整数时有 

㈣ W = i - il )」)! ， (士广)= ㈣ 广”， 

即可计算 如下： 

(竽广 匕 ㈣ (+广 

fc =0 

A :=0 

其中最后利用了 Ct(n — A : — 1)! A :! = —A = 0，1，... ，左一1. □ 

TV 一 K 


n f 


X . 
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习題1166 y = 


cos 3 x 
^1 -3 x 


求 


解为方便起见，在用莱布尼茨公式计算之前，先令1 - 3 x = 则每次对纟求导后 
乘以-3就是对 I 求导.于是可计算如下： 


心=_27 [ cos (卜 1 )厂 了 1;’ 3 ' 


= -27 sin (卜 l)r+ — 27 • 3( - cos(t - 1 )) - (一如 

7 

— 27 .3( - sin(t — 1)) • ( 一如(一音 ) f 3 - 27 • cos(t - 1)( - 如 (- 音 )( - 吾 ) t 

- nr 28 V3* 




= -27 


s\n(t - l)t~ 3 4 - cos{t 一 1 ) 亡 3 - sin(t — 1 ) 音 < 3 - cos(t - 1 )( 醬 )* 
= cos(t — 1) [-27 厂音 + 28rl] + sin(t - 1) [ 一 27 厂 + + 36t~^] 

_± J.0 

= cos 3 x [-27( l -3 x )~3 + 28(1-3x) ~] 

_丄 _X 

+ sin 3 x [27( l -3 x ) 3* - 36(1 - 3 x ) 3]. □ 

习题 1167 ?/ = sino : sin 2 xsin 3 T ， 求 y ( 10 ). 

解为便于利用导数运算的线性性质，先用积化和差公式将三角函数改写为 

y = — (cos x - cos 3 x ) sin 3 x = 士 ( sin 2 x + sin 4 x 一 sin 6 x )， 

然后求导得到 

2 /( 10 ) = -2 8 sin 2工 一 2 18 sin 4 x + 2 8 • 3 10 sin 6 x . □ 

习题 1175 y = cos x • coshz ， 求 d 6 y . 

解 1 只要先求出 y ⑹.利用 COSX 逐次求导具有周期 4 的规律和 

( coshx ) (2n) = coshrr ，( coshx ) (2n-1) = sinh x , 

即可用莱布尼茨公式求得 

y ⑹=：^2 Cg (cos ： r )( 6 - fc ) (cosh a :)( fc ) 
k=0 

= - cos x cosh x — 6 sin x sinh x 4 - 15 cos x cosh x + 20 sin x sinh x 

-15 cosx cosh x - 6 sin a : sinh a : + cos x cosh x 

= 8 sin a ; sinh x , 


于是得到 d 6 y = 8 sin x sinh x dx 6 . □ 
解 2 用复数方法可计算如下： 




= tt Re 


(e( w : 


X-i+i )； 


= 士 Re((l + i) 6 e (1+i)x + (-1 + i) 6 e(- 1+i)x ) 

=1 Re((N/2e^)V 1+i ) x -f- (v/5e’) 6 e 卜 ㈣ ：) 

= 4Re(-ie (1+i)x + ie ( - lT * i)x ) 

= 4[e x sina; + e'' I (—sinx)] = 8sin xsinhx, 

于是得到 d 6 ?/ = 8 sin x sinhx dx 6 . □ 

注在 §1.10.1 的习题 819 中已经引入了复数计算方法，在 §1.10.2 中又定义了实变 
复值函数的求导规则.由于这种方法将在今后经常使用，我们在这里作一个简要的介绍. 

设/(岣和 Wx) 是某个区间上的实函数，则称 /Or) + ig ( x ) 为该区间上的实变复值 
函数.若 / Or)，〆：!；） 可微，则定义 

[ f ( x ) + ig ( x ) Y ^ r ( x ) + W ( x ). 

应用欧拉公式 e ia: =cosx + isinx, 可以按照上述定义计算得到 
( c / ⑻ H»(x))’ = [ ef ^ x ) (cos g ( x ) + isin 夕 (z))】’ 

=[e’b) cosp(x)] / -h i[e’ ⑷ smg(x)] / 

= 卜’㈤/’⑷ cos^(x) - e’ (aI ) 8ing(x) - g 1 (x)] 

4 - ⑷尸 (rr)sin g ( x ) +e’( T ) cos g { x ) - g \ x )] 

= [/ , (x) + i^ / (x))e^ x > +i ^ x >. 

特别是对于实数有 

( e (a+i 奶 x)/ = ( Q 4- iff ) e (a+i^)a： t 

这样就证明了平时熟知的指数函数求导公式 ( e-^Y = u \ x ) c ^ 对于 Tx(aO 为实变复 
值函数的情况也成立，特别是公式 ( e ax Y = ae- 对于 a 为复数的情况也成立. 

如 §2.1.4 的习题 1024(b) 所示，用复数计算方法往往可以将三角函数的运算转换为 
指数函数的运算，从而可能（但不 一定） 带来方便. 

常用的还有下面的棣莫弗公式： 

(cos a: + i sin x) n = cos nx 4 - i sin nx . 

它与欧拉公式 cosx + isinx = e i;r 的关系是明显的，即是 (e ix ) n = e ini . 


习题 1179 设 x 为某个自变量的函数， 2/ = /( o :), 求 d 2 y , d 3 j /和 d 4 y . 

解这里只要注意，一般来说这时对于 fc > 1的 d fc ：r # 0①. 

从 dy = f f ( x)dx 出发，利用一阶微分的不变性和 d { d k x ) - d fc+1 x 即可计算得到 


® 若: r 为其他自变 M 的线性函数，则对于 fc > 1仍然有 d fc rr = 0. 
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d 2 y = f f, (x) dx 2 + f’(x) d 2 x, 

d 3 y = f n \x) d^ 3 4 - 3/ ,7 (a:) dx d 2 x + f{x) d 3 x, 

d% = / ⑷ (re) do: 4 + 6 f"\x) dx 2 d 2 x + 4/"(x) da: d 3 x + 3/ 〃 (x)(d 2 x) 2 + f(x) d 4 x. □ 


习题 1180 在: r 不假设为自变量时，通过对变量 x 和 y 的逐次微分来表示函数 
V = f(x) 的导数 y 〃和 〆 〃. 

解由一阶微分的形式不变性，己有?/ $.从 


出发再微分一次得到 


并将2/ ^•代入，即可解出 


dy = y' Ax 


d 2 y = y ,r dx 2 -f y ! d 2 x, 


”一 d 2 y - y 9 d 2 x — d 2 y dyd 2 x 

dx 2 dx 2 dx 3 

对于 d 2 y 再微分一次得到 


= A 


□ 


d 3 y = y"’ dx 3 + 3y" drr d 2 x + 〆 d 3 x, 

然 后将？ /和，的前述表达式代入后即可解出 

_ 3d 2 yd 2 x 3dy jd 2 x) 2 _ dyd 3 x 

dx 3 dx 4 dx 5 dx 4 

习题 1181-1185 均与齐次线性常微分方程有关，即验证含有几个任意常数的表达式 
满足某一个微分方程. 

看其中的第一题 . 


习题 1181 证明，函数 

y = C\ cos x + C 2 sinx 
(Ci 和 C 2 为任意常数）满足方程 2 /〃 + y = 0. 

解 y f, + y = 0 是线性齐次常微分方程，它的任何两个解的线性组合仍然是该方程 
的解，因此只要验证 COST 和 sin a: 分别是方程的解就足够了，而从 (cos x) n = -coso; 和 
(sina;)" = - sin:r 就知道这是正确的 .口 

用微分方程的术语，题中的表达式就是微分方程的通解.接下来的 3 个习题也是给 
出了二阶齐次线性常微分方程的通解，每个表达式含有两个任意常数.最后一个习题 
1185 是四阶齐次线性常微分方程+ y = 0 的通解，含有 4 个任意常数.此题若用欧 
拉公式在复数域里做将比较容易. 


2.5.5 n 阶导数与微分计算（习题 1186-1234) 


这里的习题都涉及计算某个函数的 n 阶导数或 n 阶微分，所用的基本公式是 




242 



一元微分学 



前面己经看到，其中最后一个公式在习题1164的解2中起重要作用. 

下面几个习题与前面的某些题有密切联系，对它们只写出简单分析（即提示). 

习题 1187设 P(x) = a 0 x n -f a!^- 1 十…+ a n , 求尸㈨⑷. 

分析参见习题1156中对于一个六次多项式求其六阶和七阶导数 .口 

习题 1188对函数 y = ■求 2/ (n) . 

分析当 n = 1时就是 §2.1.2 的习题 844. 固顾那里的三个解法，可以发现其中的 
解3特别适合用于计算一般的 n 阶导数 .口 

习題 1189对函数2；= 刃 - 1 一 ^7求 y {n) - 

分析回顾习题1159,显然在分解为简单分式后再求导就方便得多 .口 
习题 1195对函数 y = S in 3 x 求 yh). 


解本题与其前后的不少习题属于同一类型，即 y(x ) 是正弦和余弦函数所成的多 
项式，此时一般宜化为倍角函数的代数和之后再求导为好®. 

先利用三角恒等式作如下 变换： 


= sinx - y(l — cos 2 x) 


— j(sin3x _ sinx) 


3x, 


然后求导得到 

y {n) = f sin(x + f) 一手 sin(3a: -f- f). □ 
这里能够熟练应用有关的三角恒等式是重要的.下一题也是如此. 


习题 1201 对函数 y = sin 4 re + cos 4 x 求 y( n ). 


® 与此类似的是习题1167，其中对于 y = sin a : sin 2 i : sin 3^计算其10阶 导数. 
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解可以如下变换函数为 

y = ( sin 2 x + cos 2 x ) 2 — 2 sin 2 x cos 2 


3 


=1 — + sin 2 2 x = l — -|-(1 - cos 4 x ) = f + 貪 cos 4 x, 

然后求导得到 yW = 4- 1 cos (4 x + f ) •口 

如下所示，用复数方法可以一举求出习题1206和1207的答案. 

习题1206对函数 y = e 1 cosx 求 y (n ). 

解令 F(x) = e x cosx + ie x sinx = e (1+i)x , 则就有 

声 =( e 1 cos x )( n ) + i ( e z sin : r )( n ) 

=(1 + i) n e (1+i)x = (\/2 (cos f + isin ^-)] n e (1+i)x 

= 2 ^ (cos + isinf ) • ( e 1 cosx + ie x sinx ). 

取其实部就得到 ^ 

( e x cosa ;)( n ) = 2 2 e x (cos cos x — sin sinx ) = 2 2 e x cos(x + 
若取虚部则就得到 

( e ^ sinrr )( n ) = 2 2 e x (cos 
后者就是习题 1207 的答案 .口 


sin x + sin cosx) = 2 2 e x sin(x + 


注这两个题以及前面的许多题 在有了 答案之后往往也可以用数学归纳法来证明 
它的缺点是要事先能够猜出正确答案是什么后才可以做. 

习题1215先将函数 /( x )= S ir ^ x ( p 为正整数）化为三角多项式 


m 

f(x) = ^ Ak cos 2 fcx , 


然后求 户 )( x ). 

解用欧拉公式 sin x = 


2 i 


2P 


X = 




2 i 


\ 2p 
)= 


，就有 

till 

2 2 p 


产 


一 fcp — ia:(2p—fc) 


= ■^曼味卜 1 ) 2 〜琴- P) ， 


2 2 p 

a：=o 

然后将其中 k = p 的项单独提出，而将 fc = 0，1， …， p - 1的项分别与 A ; = 2 p ，2 p - 

1 , ••- ，P + 1 的项再次用欧拉公式合并，则就得到所求的三角多项式： 

- 1 

(一 l) p 


工=+ ^{- i ) k c k 2p ( 6 峰灸) 

A :=0 

=去％ + E (- l ) fc C ^ cos 2^. 


-i2x(p- 


fc) )l 



然后就可求导得到 


( sin 2 P x )^ = 2 n - 2 P +1 k n C p 2 - k cos (2 fcp + f ) •口 


习题 1217 利用恒等式 


(古-忐)，证明 


bVr) ⑻-- 


一 l ) n n ! 


( x 2 + 1) 




dn[(n + 1) arccot x ) 


解将复数 

其中 7" = yjx 1 + 
式作如下 计算： 


i 写为三角形式（即极坐标形 式)： 

a ： 十 i = r(cos 9 4 - isin^), 

= arccot x, 则又有 x — \ = r(cos 6 — isin 6 ). 于是可以用棣莫弗公 

— \ (n) = (一 l) n n! ( 1_1 \ 

h 1 / 2i \ ( x - i) n ^ 1 (x-f i) n+1 ) 

、結 • 1 ㈣ 叫- - ! 广 +” 

=~ { ^^T ■ r n+l sin(n + 1)6 

(— l ) n n ! i \ ^ 」 m 


( x 2 + l ) 


n+l 

2 


sin((n + 1) arccot x ]. □ 


习题 1218 求函数 f ( x ) = arctanx 的 n 阶导数. 


解由 （ arctana ; 〆 = 


与上题的结论就得到 


(― ) = (^ Tr ) <n_I， = (党？ ^和一 )• 口 

下面是求函数 f 在点 z = 0处的所有阶导数的练习题. 


习题 1220( b ) 求函数 /( x ) = arctanx 的/ ㈦ ⑼. 


解1在习题1218中已经求出了 /的所有阶导函数，令 re = 0代入就得到 

( arctanx ) (n ^| = - l)!sin 

于是翻 " 

0， n — 2 k , 

(—l ， (2/c)!，n = 2A + l. □ 

解 2 求髙阶导函数的一般表达式往往相当困难，因此不通过高阶导函数的计算而 
直接计算在某一个点上的所有高阶导数的方法是有意义的.下面介绍的方法可以解决 
许多类似的问题. 
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对 f ( x ) = arctan x 求导得到 f ’( x ) = -，将它改写为 

( a : 2 十 l )/’( x ) = 1， 

然后求导就得到 

( x 2 + l ) r ( x ) + 2 xf ( x ) = 0, 

于是得到尸 (0) = 1， /" ⑼= 0. 

又对于（: c 2 + \) f \ x ) = 1用莱布尼茨公式求两边的 （n - 1) 阶导数，在 n > 3时得 
到 

( x 2 + 1)/ ⑹⑷十 C l n ^ 2 xJ ^{ x ) + C 2_ 1 2/^- 2 >( x )-0. 

令 : c = 0代入得到 

/ ㈨ ⑼=- ( n - l)(n - 2) 户- 2 )(0). 

利用/〃⑼= 0可推出/ < 2 fc )(0) = 0对所有正整数 fc 成立，又从 r ⑼=1可推出 
尸〃(0) = -2!，， 5 )(0) = 4!， • • • ，从而可以归纳得到 

/(2fc+i)( 0 ) = ( 一 i)fc(2/b )! •口 

习题1223设 /( x ) = ( x - a ) n ip ( x ) } 其中函数 cp ( x ) 在点 a 的邻域内有 （n - 1) 阶 
连续导数，求/ ( n ) ( a ). (n = 1即 §2.1.3 的习题 994.) 

解用莱布尼茨公式计算/的 n - l 阶导函数，并整理成以下 形式： 

产- !)( x ) = n!(x - a )< p ( x ) + (x — a ) 2 P ( x ), 

其中 

P ( x ) = C 普 〆 ⑷ + … + (x - a ) Hx ) 

在点 ci 的邻域内连续.在上式中用 x = a 代入可见 /^-^( a ) = 0,因此就有 

严 ⑷“ m /( n/( r M 

x—^a X ^ CL 

=lim \ n \ if ( x ) + (z — a ) P ( x )\ = n \ if ( a ). □ 

x—♦a 

{ x^ n sin 3^ Q 

’ ( n 为正整数）在点 a ; = 0 处 

0, x = 0 

有直到 n 阶的导数，而没有 （n + 1) 阶导数. 

解 n = l 时即 §2.1.3 的习题 991. 

从（⑽)/ = + m / 出发，又考虑到 

( sin i ) ，= - p - cos ^ ( cos i ) ，= ^- sin ^ 

就可以看出，对于 f ( x ) 的阶数 k < n 的所有导函数，当 a : 兴 0时都是形式为 #sin + 

与 a :^ cos ^ 的若干项之和，其中 p ， g 都是不小于2的正整数.我们猜测 f ( x ) 在 : r / 0 
处直到 n fr 的 fc 阶导函数= 1，2, • • • ， n ) 具有以下 形式： 

/ W ( x ) = x 2 ^ k [ P k ( x ) sin ^^ Q k ( x ) cos ^}, (*) 



其中 巧⑻和 Qk ( x ) 为多项式，且在 Pa ：(0) 和 Qfc ⑼中恰有—个为0,而另一个等于土 1. 
这是因为对 sin 丄或 cos 丄的/:次求导使得 X 2 "的次数恰好降低 2/ c , 而且这样的项是 
唯一的. 

用数学归纳法来证明这个猜测对于 A ： = 1,2, • •. ，/ 1成立.对于 fc = 1，有 
f '( x ) = 2 nx 2n-1 sin — — rc 2fl - 2 cos 丄= x 2 n ^ 2 { 2 nxsin — — cos —), 

X X %C X 

即有 P \( x ) = 2 nx , Q \{ x ) = -1, 所猜测的 （*) 成立. 

现设 fc = 1，2 ,…， m ( m 彡 n - 1) 时 （*) 为真，则对于 A : + 1就有 


/ ㈣ ⑷ 


一 2 fc 


[_ P / t (: r)sin 去 + Qa ； (x) cos^-]| 


= (2 n - 2 fc ) x 2 n — 2 卜 1 [ Pfc ( x ) sin 士 + Qk [ x ) cos - i -] 


— 2 k 


[(伽 




于是有 


P fc +1 ( x ) = (2 n - 2k ) xP k ( x ) + x 2 P , k { x ) 4 - Qfc ( x ), 

Q fc + i ( x ) = (2 n - 2k ) xQ k [ x ) ^ x 2 Q ' k [ x ) - P k { x ) } 

可见有 / WO )= ⑽)和 Q / c +“0) = / MO ). 因此猜测 (*) 对 A : = 1， 2, …， n 成立 • 

由 （*) 的形式可见对于 fc < ri 均有 Hm / W ( x ) = 0.从 A : = 1开始，用双侧导数极 
限定理（参见 §2.6.4 的习题 1258.1) 递推知道 f ( x ) 在点 ： r = 0存在直到 （n - 1) 阶的 
导数，且均等于 0. 

当 fc = n 时情况有所不同. 

一方面从/^- 1 >(0) = 0和 （*) 在 A : = ti —1 的形式出发，写出差商 



=聯 


0)， 


x — 0 

即可见当 : c — 0时得到/⑻⑼= 0. 

另一方面，当 A ; = n 时从 （*) 可见有 

/( n )( z ) = p n ( x ) sin - i - + Qn ( x ) cos - i -, 

八 ㈤ 和 Qn ( x ) 都是多项式，且在 Pn (0), Q u (0) 中有一个为0,而另一个为土 1. 这表 
明在 rr # 0时的 f ^( x ) 的表达式中，存在唯一的一项具有以下 形式： 士 sin 士或者 

X 

± co S i . 于是当 X — 0时其他项均趋于0,而上述系数为土 1的项在+1到-1之间作 
无限次振动.因此 x = 0是 f ^ n \ x ) 的第二类不连续点.从而 f ( x ) 不可能在 rr = 0处存 
在 （ n +1) 阶导数 .口 

下面是在数学分析中的一个重要例题.它说明一个非常值函数可以在某个点上的 
任何阶导数等于 0. x 

f p x 2 i" ^ n 


习题 1225 证明，函数 /( x ) = 


， 工 _ 0 , 

x = 0 


在点 X = 0处无限次可微，并作 


此函数的图像. 


0, 
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解以下计算中反复用到的关键事实是极限 u lim ^ f = 0,其中 a 为任何实数 
(这可以从 §1.2.2 的习题60导出). " 

先计算尸 (0). 按定义计算并作代换 y = 1/ A 就有 

/，⑼= lim ’⑻ 二 (⑼ -= lim 丄. e _ 士 = lim = 0. 

J \ ’ X 一 0 X — 0 X^O X y—oo e y 

在 x # 0 时可求出导函数表达式 f f ( x ) = ^ - e '^ - , 于是可再按定义计算 

/"(0) = lim -^―= ii m 冬 e - 士 =0. 

、〆 X^O X x->0 X 4 


然后再求 x # 0时的二阶导函数表达式，如此继续下去，可以归纳地看出函数/的 n 阶 
导函数在: r 一 0时具有以下 形式： 

/⑷ ( x ) = A ( 士) e " +， 

其中的 Pn ( y ) 良 y 的多项式.对于这个结论可以用数学归纳法作出证明，从略.（这里可 
不必关心多项式 P n ( y ) 的次数与 n 的关系 .） 


在这个表达式的基础上，可以用数学归纳法米证明所要的结论，即对于每一个正整 
数 n 有/⑷ (0) = 0 成立. 

在 n = 1,2时己经成立.设在 n = fc 时己有 / W (0) = 0,则对于 n = /c + 1可以利 
ffl n = A : 和 x /0 时 /( fc )( x ) 的上述表达式作以下 计算： 

f ^\0) = i im 應二 ㈣ =Um 

J ’ x—0 X i-tO X 

= i i 5oi Pfc (i) e ^ =a 

下面附图中的分图 （ a ) 是本题的 f ( x ) 的 阍像， 分图 （ b ) 则用于解释/的一个应用，将在 
注中作说明. 



习題1225的附图 


先看分图 （ a )， 其中的函数图像随着 x 接近原点而变得非常平坦，例如可以计算出 

/(1/2) « 0.02, /(1/3) « 0.0001 等.在 §1.5 的函数极限中我们将 x n (n 彡 1) 当 : c — 0 

时称为 n 阶无穷小量， x " 的图像在原点附近随着 n 增加越来越平坦（参见附录一的习 

@274( a )( b )). 由于这里对所有 n 都成立 

1 

e 一 ^ 7 = o(:c n ) (x — 0 )， 
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也就是说当: r — 0时^ +是比所有，更为高阶的无穷小量，这就是这个函数图像在 
rr = 0 附近极其平坦的意义 .口 


注如前所说，本题的/提供了在某一点的所有阶导数都等于0的非平凡例子，这 
在数学分析的许多问题中有用.这里还可指出，这样的函数还可用于将两段曲线按照无 
限次可微的要求连接起来. （§2.5.3 的习题1151即是二次可微连接 .） 

如分图 （ b ) 所示，其中将直线段 {( x ,0) \ x ^0} 和直线段 {( z ， l )\ x ^ l } 用一条无 
限次可微的曲线连接起来，而且还要求在连接处无限次可微.这可以用本题的函数实现. 
具体来说，即先定义 


夕 ㈤ = 


0， 


x 彡0, 
x > 0, 


然后再定义 

h(r ) - - 9{ x ) 

() 一 g ( x ) + g(l - x ). 

可以看出，当 x < 0时 h ( x ) e 0,当 a : 彡1时 h ( x ) = 1,而当 a : 从0递增到1 时, y(l - : r ) 
从分(1) > 0递减到0,因此 / i (: r ) 从0递增到 1. 


F —个习题给出了复合函数 fMx )) 的高阶导数的一般形式. 


习题1229 设 y = /( u ), u = < p ( x) t 其中 /( T /) 和 p ( x ) 为 n 阶可微函数.证明 

祭=&蝴/(，)， 

k=l 

其中系数 A k ( x ) ( A : = 1，…， n ) 与函数 /( u ) 无关. 

解用数学归 纳法. 对于 n = 1从链式法则即有 | = f \ ip ( x ) W ( x ) y 可见成立①. 
现在假设对于 n 时结论己经成立，则对于 n + 1就 | 

= 去 (^0 = 去 (^^⑷/⑻洲)） 


=E + A ⑷ /( fc+ 1 ) 化⑷ )/㈣ ， 

k=l 

n+l 

将最后一式写成为 [乳⑻严^ ⑻的形式，其中 B ：( x ) = A [( x ), 对于2彡 A : < n 

有 B k ( x ) = A f k ( x ) + Al - i ( x )^( x) i 最后 B n + l ( x ) = 人⑷/⑷，它们都与 f ( u ) 无关. 
这样就完成了数学归纳法的证明. 口 


注由证明可见，题中的 = l ， ... ， n) 与 n 有关，因此写为 (k = 
1，•…， n ) 更为合理.本题的要点在于证明这些系数完全由 W ： r ) 和 n 所决定.在接下来 
的习题1230和1231中分别要计算 /(a; 2 ) 和 e -/的 n 阶导数，后者是 /(u) = e- «和 
u = x 2 的复合，因此这两个习题中的系数相同.具体计算从略. 

①这里与习题中的公式一样，在写为 f f ( uW ( x ) 时其中的 u 应当理解为 u = yp ( x ). 




习题 1232.2( a ) 证明公式 

-^r{x n lnx ) = n!(lnx + ^ {x > 0). 

k=l 

解直接用莱布尼茨公式就得到 

n 

( x n lnxY n) = ^2c^x n ) {n - k) (lnx)^ 

一 (普一 )( (-” 二! fc -” ! ） 

k=l 

n / 1 \fc-l 

=n! lnx + niy^C^- ~~ ^ - ， 

fc=l 

最后对于上式右边的第二项利用关于二项式系数的一个恒等式 

±C k n ^^- = ±i ( 2 . 4 ) 

就得到所要的结果 .口 

注关于二项式系数有许多恒等式，例如可以参看 [5 j 的§2.8, (2.4) 是其中的第19 
个恒等式.在二项式系数方面更新的资料可以参看 112] 的 §1.2.6. 

对于 (2.4) 除了可以用数学归纳法证明之外，下面给出用积分工具的一个证明. 

写出恒等式 

fc=l 

然后在等式两边关于 x 在10, 1] 上积分即得所求的 

fc=l 

习题 1232.2 ( b ) 证明公式 

= ' ^rii ( a ：) sin a : - 5„ ( a :) cos a ;], 

其中 

5 n (,) = x-|- + ... + (-l)- T ^ yr . 

解直接用莱布尼茨公式写出 

( 亨广 ) = g cL(sinI)W ^(—) 

= t c ⑽ n ，) (士广 crH — ㈣㈣ 2 一 ” 

k=0 k=l 



利用 sinx 和 cos a ; 的逐次导数出现周期为 4 的循环现象，又有(^) 
别处理以上两个和式，就可以得到 


( 一 1 作 ! 


± Cf n (^ 2 k ] { i ) 


(2n -： 


w w 

-E 


(2 n )! , ixfc . 

( 2 k )\( 2 n - 2 k )\ • ( _1 ) sm 






(2fc)! 




(2n-2fc+l) 


=E 


(2 n)l 

(2 A :- l )!(2 n -2 fc + l )! 


• (- D ^ cosa ;. (2n ~ 2 2 U 1)! • (-1 严 2 叫 



D - 1 ) 


(2 A : - 1)! 


习题 1233 设 I = D 表示微分算子①，且 f ( D ) = Pk ( x ) D k 为微分符号多项 


式，其中 Pk ( x ) (A ： = 0,1 


其中 X 为常数. 


••， n ) 为 a : 的某些连续函数.证明， 
f ( D ){ c ^ u ( x )} = e ^ f(D -b \) u ( x ) 9 


解由于 /( D ) 是 (fc = 0，1,…， n ) 的线性组合，因此只要对每一个 fc = 
0,1, •• - ，n 证明 

D^e^uix)} = e^(D + X) k u(x). 

而这只要直接用莱布尼茨公式就可得到 证明： 

D^e^uix)} = \ k e Xx u(x) + C 火 - 1 ~( 工 )+ • • • + C^u w (x) 

= e Xx (D^X) k u(x). □ 


习题1234证明，如果在方程= 0中，设 r = <其中6为自变量，那 
么这个方程有形式： 

n 

%D(D 一 1) • • • (Z3 - A: + I)? / = 0 ， 

fc =0 

其中 


①在数学中经常将从函数映到函数的映射称为算子，激分算子 D 就是从/( 0 ：)到尸 ( a :) 的 映射. D k f ( x ) 
就是 f ^( x ) 的一种 记法. 
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解只要对每一个& = 1，2,...，证明 

D{D-l)---{D-k + l)y = x k y { x k l 

用数学归纳法.当 = i 时有 

Dy = -^-y(e £ ) = ^y^ 1 ) = xy f x . 

现设时结论已经成立，则当 A : + 1时有 

D{D -\)'-{D-k)y = D{D 一 1) •••(£>- A: + 1){(D- k)y} 

=D(£) - 1) … （D — A: 十 l^xy^ky} 

= D{D 一 l) • •. (D - fc + l){xy r x } - kD{D - 1) ••• (D - fc + 1)^ / 
= x k {xy , x ) ik) - kx k y^ 

=x k {xyi k+i ^ + ky^) - kx k y^ = x k ^ l y^ l l □ 

注本题方程的和式中当 k = 0 时应当理解为即是 ooy . 在上式推导中的最后一式 
是从前一式用莱布尼茨公式得到的. 
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§2.6 罗尔定理.拉格朗日定理和柯西定理（习題 1235-1267) 

内容简介 这是微分学中的三个基本定理.它们都可以称为中值定理，即将函数在 
有限区间上的增量与区间内某个点（即所谓中值）处的导数相联系，从而突破了导数概 
念本身的局部性，为微分学的应用提供了有力的工具. 

为方便起见，将习题分几个小节来叙述. 

2.6.1 罗尔定理（习題 1235-1243) 

罗尔定理的几何意义是很清楚的，即在函数 2 / = f ( x ) 的图像中，在连接髙度（指 2 / 
值）相同的两点的光滑曲线段中， 一 定会在某点处有水平切线. 

也可以从运动学上来解释罗尔定理，即当质点从某个起点作直线运动时，如果在此 
后会回到出发点的话，则在其间一定有某个时刻的瞬时速度为 0. 

下面的第一个习题表面上只是罗尔定理的两次平凡应用，然而可以引申出许多一 
般性的结论和方法.（参见其附图 •） 

习题1235用函数 

f (工）= ( x - l )( x -2)( x -3) 

来验证罗尔定理的正确性. 

解 利用/(1) = /(2) = /(3) = 0和/处处可 
导，就可以在闭区间 [ l ，2 j 和 [2,3] 上分别两次应用罗 
尔定理，从而知道一定存在6 € (1,2) 和& e (2, 3), 

使得满足 

尸(6)= 尸⑸ =0. 

为验证这个结论，只要写出 /( x ) = x 3 - 6 a : 2 + llx - 6,求导得到 f f ( x ) = 3 x 2 - 
12 x + 11. 从尸 (1) = 2,尸 (2) = -1，尸⑶= 2,即可从连续函数的零点存在定理知道前 
述心和&是存在的 .口 

注我们来讨论一下本题有哪些方面可以推广？ 

从附图可见本题有明显的几何意义，而且很容易推广到有若千个实根的可微函数 
上，知道在任何两个相异实根之间一定有导函数的零点. 

由于本题的函数处处二阶可微，因此又可以对于区间 [6,61 上的导函数尸再用罗 
尔定理，就知道存在点 rj € ( Ci ,6 )C (1,3), 使得成立 /"(”) = 0.在 §2.8 学习了凹凸性 
知识后还会知道点（％ /(;/)) 是/的图像的一个拐点. 

对于三次多项式的上述结论自然可以推广到一般的多项式上去.下面的习题1240 
就是如此.该题中设一个 n 次多项式的所有根都是实数，要求证明它的逐次导函数（它 
们当然都是多项式）的根也都是实数.本题只是该题中 n = 3 且无重根情况的一个特例. 
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此外，在一定的条件下对/多次使用罗尔定理，以及对尸再使用罗尔定理等等，这 
些方法都很有用，在下面许多习题中将会反复使用. 

下一个习题也很容易，但同样可以说明不少重要问题. 


习题1236当:^ = 一1 和: r 2 = 1时，函数 

f ( x ) = 1 -^ x2 

的值为0,但是当 -1 < x < 1时， f ( x ) ^ 0. 试解释这与罗尔定理的表面上的矛盾. 


U 



解这在附图中是非常清楚的.从导函数表达式 

/’(:) = 一吾 x T ， x _ 0 ， 

和/:⑼=+00,广⑼= -00, 可知 尸⑻在 (-1,1) rt 
无零点，罗尔定理的结论不成立.原因也是清楚的，对照 
罗尔定理的条件，除了 /(一1) = /( I )和 /( W 在卜1,11 
上连续之外， / Or ) 在点 X == 0不可导，违反了 /必须在 
(一 1，1)内处处具有有限导数的条件 .口 


注此题说明罗尔定理中的可导条件的重要性，哪怕只在一个点上违反了条件，定 
理的结论就可能不成立.实际上对罗尔定理还可以举出针对其他条件的例子，说明只要 
有某一个条件不满足时，定理的结论就不一定成立. 

此外，初学者要知道这也是数学中普遍进守的惯例，即去除一切多余的条件.换言 
之，在数学中的一个定理的每一个条件都是不可或缺的，只要有一个条件不成立，就一 
定能够举出使得定理结论不成立的例子.这就称为反例.一般来说，在习题中也是如此. 
如果你在解答一个习题中有某个条件没有用到，则在大多数情况下你的解答可能是错 
误的.当然也不排除或者这道题本身就有错，或者出题的人考虑不周也是可能的. 

以下是罗尔定理的一些推广. 


习题1237设函数 f ( x ) 在有限区间或无限区间 ( a , fe ) 内的每一点处有有限导数 
尸⑻，且 




证明尸 ( c ) = 0,其中 c 为区间 ( a ,6) 内的某个点. 


解从可微条件可知/( X ) 在沁， ~上连续. 

若 a ， b 都是有限实数，则只要将 /( a :) 按照/沁 + 0) = /(6-0) = A 的条件，补充定 
义 f ( a ) = f(b 卜 A (即连续延拓)，就可以在 fa , 上用罗尔定理得到所要的结论. 

余下还有有三种可能的区间，即设 a ， 6中至少有一个是非有限数时得到的 (- oo ,6), 
( a ，+ oo ) 和（一 oo ,+ oo ). 它们的证明大同小异 5 因此下面只对于（- oo ,6) 给出证明. 

若/在该区间上为常值函数，则任意取区间内的点 c 都满足 f ( c ) = 0的要求.否 
则，记 A = /(- oc ) = /( b -0), 则/必定能够取到异于>1的值.不妨设存在 d e (- oo ,6) 
使得 /( d ) > A (对于/⑷< Z 情况的证明是类似的 •） 
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任取 S e (4/ ⑷)，我们将证明存在 q e (- oc ， d ) 和 C 2 e ( d ， b ), 使得成立 

/( Cl ) = f ( c 2 ) = B . 

这在几何上是很直观的，即是说水平直线 y = B —定和 2 / = /( x ) 的几何图像有交点， 
而且可取到其横坐标分别在点 d 两侧的两个交点. 

为证明 Cl 的存在性，取 e = B -洚则从 /(- oo ) = A 可知存在 M < d ， 使得当 
时成立 

\ f { x ) - A \< B - A ^ A ^ B < f ( x ) - A < B - A , 

于是有 /(MO < B . 在有界闭区间 [ M u d ] 上用连续函数的介值定理，知道存在 
de ^ Mud ), 使得成立 /( d ) = R 

为证明 c 2 的存在性，对于点6补充定义/(6) = >4,则 f ( x ) 在点6处左连续.在 [ d ， 61 
上用连续函数的介值定理，可见存在 C2 € ( d ，6)， 使得 f ( c 2 ) = B . 

M 后，在区间 [ c u c 2 ] 上用罗尔定理就得到本题所要求的 c G ( c u c 2 ) C (- oo ,6), 使 
得/%) = ()•□ 

习题1238设⑴函数 f ( x ) 在闭区间 [ x Q ) x n ] 上有定义，且有连续的 （n - 1) 阶导 
数 （2)/( rr ) 在幵区间（％,〜）内有 n 阶导数/⑻⑷；（ 3 )满足等式 

f ( x 0 ) = /( a ： i ) = … = f ( x n ) ( x 0 < xi < - < x n ), 

证明，在开区间 ( x 0 , x n ) 内至少存在一点 （， 使得/ ⑷⑹ = 0. 

分析若 n = 1，则就是罗尔定理.若 n = 2,则与习题1235类似.如该题后的注中 
所示，从/的三个零点即可推出二阶导函数在某一点处为 0. 用类似的方法即可证明本 
题.请读者写出详细的证明过程 .口 

下一题是罗尔定理的另一种推广. 


习陲1239设 （1) 函数 f { x ) 在闭区间 [ a ? b ] 上有定义，且有连续的 （p + g ) 阶导数 
/(^)( x ); (2)/( x ) 在开区间 ( a , 6) 内有 (p + g + 1) 阶导数 /( p M +1 )( x ); (3) 满足等式 
f ( a ) = /' ⑷ = ••. = / ⑻⑷= 0， /( b ) = f { b ) = … =户 )( b 〉 = 0， 

证明，在这种情况下有 

/( P +«+ D ( c ) = 0, 

其中 c 为开区间 （ a ，6) 内的某一点. 

解 分两步来做，先讨论 p = g 的情况，然后讨论的情况 • 

(1) 设 p = l 对 g 用数学归纳法 • 

经过试探，发现为了顺利完成数学归纳法的第二步，需要提出比结论更强的命题, 
即在 /( a ) = 尸⑷=…=/⑷⑷= 0和/(6)=尸 (6) =…=/(，) = 0的条件下，存 
在 g + 1 个点 q (i = 1 ， 2，..- ，g + 1), a < ci < c 2 < ••• < c q+ i < 6, 使得 （<?+ 1) 阶的导 
函数 f ^\ x ) 在这 g + 1 个点上等于 0. 

如果这个命题成立，则只要对 f ^ l Hx ) 用习题1238的结论，就知道存在 c ， 使得 
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[广叫⑷]⑷ | =c = f ^ l \ c ) = 0. 

现在来证明这个命题. ^ ^ 

若 p = g = 0, 则 p + (7 + 1 = 1. 从条件 f(a) = f(b) = 0 推出存在某个点 c ， 使得 
尸 ( c ) = 0,这就是罗尔定理.因此命题成立. 

现在设 p = q = k 时命题己经成立，则对于 p = g = k-b 1 可推导如下. 

首先从归纳假设，存在 a < Cl <… < 以 +1 < 6使得/如 1 ) ⑹ = 0 (i = 
1，…， A: + 1). 然后再利用条件 f ^\ a ) = f ㈣ ⑼ = 0,在 A: + 2个区间 

[a，ci]，[ci,c 2 ], ••- , [cfc+-i,6] 

上分别用罗尔定理，就可以得到 A： + 2个点， 使得严 +2) (rr) 在这 Zfc + 2 个点上为 0. 这样 
就完成了数学归纳法的证明.如前所说，这个命题加上习题1238就可以完成 p = 7 情况 
的证明. 

(2) 对于 p， 不相等的情况，不妨只讨论 p > (7,并记 P - g = n. 

利用在⑴中已经证明的命题,在 (a ，6) 内存在1个点，使得在这分+ 1 
个点上等于 0. 

利用条件广叫⑷= 0,将 a 作为最左边的点加入到上述 g + 1个点中，就可以对 
这 g + 2个点形成的 g + 1个区间分别用罗尔定理，推出在 （a，6) 内存在 g + 1个点，使 
得 f ^ 2 \ x ) 在这 (7 + 1个点上等于 0. 

若 g + l < P, 则又可利用/~ +2 )⑷= 0推出在 （a,6) 内存在9+1个点，使得 
f ^{ x ) 在这 g + 1个点上等于 0. 

如此继续进行下去，就推出在 (a, 6) 内存在 g + 1个点，使得在这 g + 1个 
点上等于 0. 

最后对于导函数 f ^( x ) 利用习题1238的结论,就知道存在 c， 使得 

[/( p + i )( x )] (叫 _ = /( p +9+】)( c ) = 0 .口 

注这里如果不利用习题1238的结论而直接使用数学归纳法就很困难.而为了能 
够利用它又需要将数学归纳法要证明的命题适当加强，这在数学中是常见的. 

习题 1240 证明，如果实系数 q (fc = 0，l，...，n) 的多项式 

Pn { x ) = OQX n + aix n ~ l +••• + 〜( a 0 / 0) 

的所有根都是实数，那么它的逐次导数 . P ^ ix ) 也仅有实数根. 

解设 P n { x ) = 0的相异实根为 X1，X2, …， Xfc， 其中而为 rii 重根， i = 1,2,••- , k , 
M ni + n 2 + * • • + n/c = n, 且多项式可在实数域内因式分解为 

Pn{x) = ao(x - a ： i) ni (x- x 2 ) n2 • • • (x — : r fc ) nfc ， 

于是有 

k k 

K( x ) =cio 1 ^2rii(x-x i ) ni l n( x — x J ) 〜， 
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于是当叫> 1时 a 是 P ;( x ) 的 Uj - 1重根 ， i = 1，…， A :. 

除此之外，若设 A < X 2 < ••- < X / c , 则在区间 [ Xj , X i + i ] (i = 1，…， /c 一 1) 上用罗 
尔定理，就得到导函数 P ^{ x ) 在这些根之间的 A - 1个根.于是导函数的实根一共有 

k k 

y^(rii — 1) + (fc — 1) = y^rii — fc + (fc - 1) = n — 1 ， 

*=i »=i 

由于 P ^ x ) 是 n - 1 次多项式，因此它的根全为实数. 

依此类推可知多项式 Pn ( x ) 的直到 （n - 1) 阶的所有导函数都只有实根 .口 
习题 1241-1243 都是罗尔定理的应用，即证明勒让德多项式、切比雪夫-拉盖尔多 
项式和切比雪夫-埃尔米特多项式的所有根都是实根.（在 §2.5 的习题1227, 1228和 
1231中已经分别指出它们满足相应的二阶常微分方程 .） 下面解答其中的第一题. 


习题1241 证明，勒让德多项式 

^.( x )= 24 r --£ Sr [( x 2 - l ) n ] 

的所有根都是实数，且包含于开区间（- 1,1) 内. 

解 1由于本题只讨论该多项式的根，因此前面的系数不必管它. 

从多项式 Or 2 - 1广为 2 n 次，且其根士 1分别为 n 重根，因此从习题1240就推出 
它的 n 阶导函数的所有根也都是实数.又因为土 1己经不再是 P n ( x ) 的根，因此所有实 
根都在区间 （—1,1) 内 .口 

解 2记 p n ( x ) = ( x 2 - l ) n , 则在[一 1,11上根据罗尔定理知道义⑷在 (-1,1) 内有 
根.由于它是 2 n -1次多项式，而土1分别是它的 n -1 重根，因此从 2( n -1) + 1 = 2 n-l 
知道在 (-1,1) 内只有一个单根.（当然可以直接求导得到 p ；( x ) - n ( x 2 - If 1 • 2 x ， 知 
道这个单根就是 x = 0. 

同理推出 <( a :) 在（一 1，0)和（0, 1) 内各有一个单根， 

用数学归纳法可以如下证明 p W ( x ) ( A : = 1,…， n ) 在（一1， 1) 内恰有 A : 个单根. 

从上己知这对于 n = 1，2成立.若对于1彡 A < n 己知 p ( n k ) ( x ) 在 (-1,1) 内有 A : 个 
单根，记为 : Ti <幻< • • • < ^，则用罗尔定理知道在区间 

(一 1 ，工 i) ， (a^ ， X2) ， .“ ， ( 尤 fc ， l) 

内 pL k +1) ( x ) 分别有1个根.由于土 1分别是 2 n - k - l 次多项式 p ( n M ) ( x ) 的 n - fc - 1 
重根，而 

2 (n — fc — l ) + fc + l = 2 n — fc — 1， 

因此在 （-1,1) 内的上述 fc +1 个根都是单根.数学归纳法证明完毕. 

于是 fc = n 时的 n 次多项式在（- M ) 内有 n 个实数根，且都是单根 .口 

注第二个解法不需要习题1240的结论，而且证明了所有实根都是单根. 
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2.6.2 拉格朗日中值定理（习題 1244-1251) 

拉格朗曰中值定理将函数的自变量的增量和因变量的增量与导数相联系，是微分 
学中最为核心的内容，因此也称为微分（学）中值定理. 

作为罗尔定理的推广，拉格朗日定理同样有明显的几何意义，即在满足条件时的曲 
线2/ = / Or ) 上任意两点的连接线（即曲线上的一条弦）必定和曲线段在这两点之间的 
某一点的切线平行.从运动学上看，这就是质点作直线运动时，它在一段时间上的平均 
速度必定与该段时间内某个时刻的瞬时速度相等. 


下面的第一题虽然简单，但也很有意思. 


习题1244在曲线 y = x 3 上求一点，使得过这一点的切 
线与连接点>1(一1，一 1) 和5(2, 8) 的弦平行. 

解 如附图所示，先计算出连接点 A ， S 的弦的斜率为 

y (2) — y (— 1) _ 8 -（一 1) _ 

民一 2-(-1) " ~3 

然后求出 y '{ x ) = 3 x 2 并求解方程 

3x 2 = 3 ， 

这样就得到 a ; = 土 1， 对应的曲线上的点是 -1，一 1) 和 
C(l ， l). □ 

注本题表明与曲线的弦平行的切线可以不止•一条，同 
时至少有一条切线的切点满足拉格朗日中值定理的中值点 
《 e ( a , 6) 的要求，在这里就是点 C , 它的横坐标1 € (-1,2). 



习题1244的附图 


中值定理本身对于“中值”除了其存在性之外，并未给出更多的信息.在 

/⑼ ， /⑷ = rm - a ) 

中有 a < € < 6,而在另一种写法的 

f{x + Ax) — f(x) = j'{x 4- 9^x)Ax 

中有0 < 0 < 1. 以下的若干习题表明，在很多情况下中值 C 或0是可以计算或研究的. 


习题 1246.1( a ) 求函数0 = Ax ), 使得 

f{x + Ax ) - f ( x ) = Ax /’(x + 6 Ax ) (0 < 0 < 1), 

其中 /( x ) = ax 2 + 6 x + c (a / 0). 

解 直接计算函数的增量 

(a (工 + Ax ) 2 + b{x + Ax ) + c ) -( ax 2 + 6 x + c ) = 2 axAx + aAx 2 + bAx 

= Ax (2 ax + 6 + aAx ), 

与尸⑻ = 2 ax + 6 比较，即可见 •口 

注本题与下面的习题 1246.3 可以说是互为逆命题. 
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在新版的《习题集》中增加了如下的两个证明题，即在中值满足一定条件的情况 
下可以确定函数只能是线性函数或二次函数. 

习题 1246.2 设 f(x) G C ^ 1 )(- 00 ,4- oc ), 且对任意的 x 和 h 都有恒等式 

证明 f( x ) = ax + 6,其中 a 和6是常数. 

解固定某一个 a : 0 , 并取 h = x -x 0 , 则就得到 

f(xo + ( a : - xo )) — f(x 0 ) = (X - xo)f\xo) 7 
整理后就可看出/为线性 函数： 

/⑷= 尸(工0): + 1/M - ^oTixo)]. □ 

习题 1246.3 设 /( cr ) € C ( 2 )(- oo ,+ oo )， 且对任意的 a : 和 h 都有恒等式 

/(x + / i )-/( a ^/ i/’(:r + A )， 

证明 /( x ) = ax 2 + bx-\-c, 其中 a , 6和 c 是常数. 

解利用/为二阶可微，将题中的恒等式对/ I 求导，得到 

f(x + h) = /’( x 十舍）+ y / /， ( a? + y )> 

然后将 x-hj- 重记为 x ， 将重记为/ I ，就得到 

尸 Or + h) - f(x) = hf ，， (x). 

利用上一题的结果，可见存在常数 a ， 6使得 f'(x) = + b ， 为了由此证明/是二次三项 

式，可以定义辅助函数 

F{x) =皆似 2 +bx - /⑷， 

然后就有 F f (x) = 0, 可见尸 为常值函数，因此/为二次三项式 .口 

习既 1249设 f ( x )- /⑼=工尸(⑽)，其中0 〈⑼ < X . 证明，如果 


/(x) = 


x sin (In x ), x > 0, 


0， x = 0， 

那么函数 $ = U ： r) 在任意小的区间 (O f e) 内是不连续的，其中 s > 0. 

解 1 先注意到有 f r (x) = sin(lnx) + cos(ln x) = y/2s\n -f lnx). 

用反证法.设对于某个 e > 0 在区间 (0,6) 上存在连续函数满足条件 
0 < ^(x) < x , 同时成立 

/ ⑷一 /⑼ 


x 


= sin ( lnx ) = /'(《⑷）= \/2 sin(-j 4- ln ^( x )). (2.5) 

由于 lna : -> -00 (x +0), 可见连续函数 InCOr ) 在 (0, e ) 上的值域包含了区间 
(- oo ， lnC ⑷)，因此一定存在无穷多个负整数 A :, 使得 lne ( x ) 取到 2 h + f . 但这时 
(2.5) 的右边为 W ， 而左边的 sin ( lnx ) 小于1，引出矛盾 .口 
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注解1似乎很简单，但很不清楚它是如何来的，说明了什么.在看懂之后也不一 
定明白本题究竟是什么 意思. 为此先作一些分析，然后给出另一个 解法. 它也许比较长, 
但可能会告诉我们更多的内容. ’ 

首先观察题意•从 /( ar ) _ /(0)=尤尸⑹ x )) 和0 < %) < a ; 可见，（⑷是在区间 
[0， x ] 上对/用拉格朗曰中值定理得到的中值（之一). 

从中值定理知道，在[0，州内的中值《与区间端点有关，但对每一个 x>0 不一定只 
有一个 f 从下面的解法会知道，在本题中对每一个 x>0 存在无穷多个 

由此可见，问题在于是否存在一个连续函数使得它满足中值定理给出的等式 
/( 岣—/⑼= xf (^ x )). 换言之，函数 ^ r ) 是从与: r 对应的无穷多个中值中挑选出来 
的单值函数，且要求它在 x = 0 右侧的一个任意小区间上连续.可能吗？ 

解 2 当 z 从0单调递增趋于 + oc 时， lnrr 从 - oo 单调递增趋于 + oo . 由此可见题 
中的函数 /( rr ) 的行为与函数 


9{ x ) = 



a : > 0, 

x = 0 


的图像是类似的（见 §1.7.2 的习题680的附图)，即在 y = rr 和 y 之间作无限次摆 
动，只不过 〆 a :) 在 rr >号之后就不再摆动而趋于水平渐近线 y = i ， 而本题的/( ㈤ 却 
是在（0, + oo ) 上始终在 1/ = ± x 之间 摆动. 


这从 /(X) 的表达式也直接可以看出，即在区间 [0, ㈣ 上连接点 （0 , 0) 和 (3： ，触的 
弦的斜率为 


f(x) - /(0) . . 

---= sin(lnx )， 

因此无论是 n 0还是 x ^ -foo 曲线总是在 -1 到+1之间作无限次摆动.这决定了 
㈣ 必须满足 


1 尸 (⑽ K 1. 

另一方面，在 cc > 0时直接计算得到/的导函数为 

/’(x) = sin(lnx) + cos(Inx) = V^sin (子 + lnx), 

因此其导数值在到 W 之间摆动.然而满足拉格朗日中值定理的 《( a ；) 则必须在导 
函数的绝对值不大于1的范围中来 挑选. 下面会看到，集合 

S = {rr > 0 | \f\x)\ ^ 1} 

是无穷多个彼此分隔幵的闭区间的 并集. 这就决定了在 x = 0的右侧无论多么小的邻 
域上要挑选出连续的 《( a :) 是不可能的. 

下面用广的表达式计算集合 S . 为了使得 | v ^ sin (-| + \ nx )\ ^ 1成立，先从 

(2A: + 1) 兀一 | | + l n3： < (2 友 + 1) 兀 + j 

解出 4 

Gfc = exp(2* 兀 -f exp[(2*H-l);c] = 6 fc7 


再从 


( 2 . 6 ) 
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解出 


2A: 兀 < ^ + lna:<2A ： 7C-f j 


c/t = exp [2 fcic - yj ^ x ^ exp (2 fcn ) = d k , 

其中 fc 取所有的整数.可直接看出 f ( a k ) = a fc , f \ a k ) = 1, f ( c k ) = 一 Cfc ， f ( c k )= 
于是得到 ^ 

5 = {x > 0 I \ f ( x )\ < 1} = U {[ ck , d k ] u [ a *,6 fc ]). 


(2-7) 


4.810 5, 


由于对任何整数 A 都有 

bk __ _ dk _ 

dk dk — Ck 一 

因此不妨对于 fc = 0 来观察区间 [ co , do ] 和 ( a 0 ,6 o ] (参见下面的附图〉. 

取端点的近似值后，这两个区间近 
似为[0.2079, lj 和 [4.8105,23.1407], @ 

此只能看淸楚点办和区间 h )， b 0 l . 在 
这个区间上对应的曲线段的任何切线的 
斜率都在-1到1之间.而在两个区间 
之间的 ( rfo , a 0 ) 对应的曲线段的任何切 
线的斜率的绝对值都大于 1. 习題 1249 的附图 

小结由于中值 < 处的导数绝对值不能超过1，而集合 S = { x >0\ \ f ( x )\ ^ 1} 
是无穷多个彼此分 隔幵的 闭区间的并，在 x = 0的右侧任意邻近都有无穷多个这样的闭 
区间，因此不可能在与 x >0 对应的无穷多个中值中挑选出关于 re 的连续函数 C ( x ). □ 



习题 1250设函数 f ( x ) 在区间 ( a ,6) 内有连续的导函数/，⑷,对 ( a ,6) 内的所有 
的点$是否可以找到这个区间内的另外两个点^和 rr 2 , 使得 


f{ - x i :-， = r (0 ^ 

考察例子: f { x ) = x 3 (一 1彡: r 彡1)，其中^ = 0. 


: 2 )? 


分析有了上述例子后，答案当然就是不一定.这里的问题可以从几何上来理解. 
即拉格朗日定理之逆是否 成立： 曲线上的每一条切线是否平行于连接曲线上两个点的 
弦？这里要求曲线上的切点在弦的两个端点之间.读者还可以参考后面 §2.8.2 的习题 
1316,以便对于上述问题获得更多的了解. 口 

下一题有4个小题，它们表明拉格朗日中值定理是证明某些不等式的有力工具.只 
看其中的第一小题. 


习题 1251( a ) 证明不等式： | sin;r - sin ^| ^ |x - y \. 

解 1若 : r = y 则己经成立.对于 a ： 一 y 可不妨设 x < y . 在区间 [ x } y ] 上对正弦函 
数用拉格朗日中值定理，存在$ e ( x , y ), 使得成立 

siny — sinx = cos^(y — x )， 
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于是取绝对值后就得到 

|siny - sinrr | = | cos 《| • | t / - a :| < \y - x \. □ 

解 2 作为对比，可以用初等方法给出证明.利用三角函数的和差化积公式就有 

工 一 y 

]sinx 一 sinyj = |2 sin ― ^-cos 

< 2 1 sin X -^ V I ^\ x - y \. 

这里最后一步利用了 Isinxj ^ | x |. (参见 §1.5.5 的命题 1.8(1) 的证明，它可以用几何方 
法或其他方法得到 口 

2.6.3 柯西中值定理（习题1252- 1253) 

柯西中值定理是拉格朗日中值定理在两个函数情况的推广.在需要同时考虑两个 

函数的增量时，例如洛必达法则和泰勒公式余项的研究中，这个定理起重要作用. 

如果将自变量改写为参数^将两个函数写为 

a : = f ( t ) 和 y = g ( t ), 则柯西中值定理就可以有直观 

的几何解释.写出这时的等式 

9 { b )- g { a ) 一 g f {Q 

f ( b ) - f ( a ) "7(0 , 

其左边就是附图中连接曲线的两个端点的直线段 
的斜率，而右边就是曲线在参数《 =《所对应的点 
mo , 9(0) 处的切线的斜率. 

也可以从运动学来理解柯西中值定理.设想有两个质点在同样的时间段内分别作 
直线运动，则柯西定理表明，一定存在一个时刻，使得它们的平均速度之比等于该时刻 
的瞬时速度之比. 

习题1252试解释，柯西公式对函数 

f ( x ) = o : 2 和 g ( x ) = x 3 
在区间1 - 1，1]上为什么不成立？ 

解这时61 = -1，6=1，柯西中值定理的左边为 

/⑴ -/(- I ) = 0 
分 (1) - 分 (- 1) 一 2 - u ， 

而两个函数的导函数之比为 

尸⑷ — 2 x _ 
g '( x ) ~ 3 x 2 : 

它在 rr = 0处没有定义 T 而在 a : / 0时不会等于 0. 因此柯西中值定理不成立. 

其原因是容易理解的.正是由于在 x = 0 处两个函数的导数同时等于0,因此违反 
了在 -1 < x < 1时的 条件： 





r(x)^g f2 (x)^0. 
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从几何上来看这是明 显的. 如附图所示，改用 f 为 参数， 令 rr =斤？/ = A 
就得到图中的曲线.当 t = 0时出现尖点.因此在整条曲线上找不到切线平 
行于?/轴的切点 .口 

注与 §2.6.1 的习题1236相联系，可见在中值定理的可微条件中“一点”也不能少. 
在数学命题中一般都是如此，即条件不能相差“一点”，否则即可举出反例. 


习题1253设函数 f ( x ) 在闭区间 [ xi , x 2 ] 上可微，且 X ! X 2 > 0,证明 


XI-X2 


工1 X 2 

/( 工 1) /( 工 2) 


/⑹ -em 


其中 XI < ^ < X 2. 


解将左边分子的行列式展开，然后分子分母同除以 X ! X 2 , 这样就得到 

f ⑹ /(X：) 


^2 工1 

于是就可以考虑对于两个函数^■和+来用柯西中值定理. 

由于3： 13 ： 2 >0*2^ <抑，€理的各^条件都满足，因此存在(: rhA )， 使得 i 
式等于 

f/ixiy rm-m) 

^ fv~L = —^— = □ 


I 


(i) 




2.6.4 中值定理的其他应用（习题 1254-1265) 

在 §2.6.1 中已经包含了罗尔定理的一些应用.在 §2.6.2 中的习题除了证明几个简 
单的不等式之外，主要是与拉格朗曰定理的“中值”《（或 0) 有关的内容.本小节则包含 
了以拉格朗日中值定理为主要工具的许多应用1其中有一部分是今后常用的定理. 


习题1254证明，如果函数/⑷可微，但在有限区间 ( a , 6) 内无界，那么它的导数 
f ( x ) 在区间 ( a , 6) 内也无界.逆定理不成立（举例说明). 


解用反证法.设 //( x ) 于 ( a ,6) 上有界，则有 M > 0,使得当: r € ( a , 6) 时成立 
\f(x)\ < M. 

任意取定一点: c 0 e ( a ， b 〉， 则就可以对于 a : € ( a ，&) 和 z _ : r 0 应用拉格朗日定理得 
到 

/⑷ 一 f ( x 0 ) = f\xo + e{x - xo ))( x - a ： o ), 

其中0<0< 1. 

由于 |x - : r 0 | <(b — a ), 因此就可以用上式作出下列 估计： 
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\ f ( x )\^\ f { x 0 )\ + M ( b - a ), 

可见/有界，从而引出矛盾. 

有界可微函数的导函数可以无界，例如在 （0,1) 上的 f ( x ) = sin 士，其导函数为 

X 

/’( X )=-古 cos 士， 

当 X ^时有 //( ^) = -4几 2 兀 2 ，可见/如）在（0, 1) 上无界 .口 

注前半题己经出现在 §2.1.3 的习题 1019( b ) 中.由于当时没有中值定理，证明比 
较困难.但是那里的方法本身还是有价值的（参看该习题的附图). 

习题1255证明，如果函数在有限或无限区间 ( a ,6) 内有有界的导数 r ( x ), 那么 
/( rr ) 在 ( a , 6) 上一致连续 • 

分析这是判定可微函数在某个区间上一致连续的一个非常方便的充分条件.证 
明留给读者 .口 


习题 1邛6 证明，如果函数 /( x ) 在无 限区间 （ rr 0 ，+ oo ) 内可微，且 


那么 


即当 z —+oc 时有 f ( x ) = o ( x ). 


lim f \ x ) = 0, 

X—♦ + (» 

lim - =0, 

x—♦ 4 -go X 


分析可以先从条件 / X - foo ) = 0 出发，用拉格朗日中值定理证明 

x jim o (/(x + 1卜 f ( x )] = 0, 

然后用 §1.5.7 的习题 608( a ) 即可.当然本题的独立证明也不很难，如果有困难还 
可以参考习题 608( a ) 的证明.此外，学过洛必达法则的读者一定会看出，本题只是这个 
法则的特例 .口 


习题1257证明，如果函数 /( x ) 在无限区间 （ x 0 ，+ oo ) 内可微，且当 : c — + oo 时 
有 


那么 


/(X) = o ( x ), 


lim \ f \ x )\ = 0. 

特别地，如果 lim 尸 ( a :) = fc 存在!那 lfc = 0. 

x-^+oo 


解用反证法.设 iim \ f \ x )\ - e >0, 则存在 M >邱，使得当 x > M 时成立 

X — 十 OC 

|尸⑷ I >皆. 

对于任何怎> M , 在 [ M , M 上对/用拉格朗日中值定理,存在 C e ( M , 办使得 
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/⑻ 一 /(M) = /， ⑹(X - A/), 


于是有估计 

\ f ( x )\ > \ f ( x ) - /( M ) 卜 |/( M )| > f (x - M ) - |/( M )|, 

但这时就有 

rc-^+oo x 乙 

这与 f ( x ) = o ( x ) {x + 00 ) 相矛盾. 

关于存在 x iim oo / , ( x ) = k 的情况，从上面即可推出 fc = 0. 若要独立证明也不难， 
读者可以一试."^口 00 


习题 1258.1( 单侧导数极限 定理）证明，如果 

(1) 函数 / Or ) 在闭区间 [ x 0 , X ] 上有定义且 连续； 

(2) J ( x ) 在开区间 ( x 0 , X ) 内有有限的导数/'⑷； 

(3) 有限极限或无限极限 x hm ^ f f ( x ) = f ( x 0 + 0) 存在， 
那么分别存在有限或无限的单 1 fliii /;(抑)，且 

4( x 0 ) = / / (xo + 0). 


分析这是关于右侧的导数极限定理，同样有关于左侧的导数极限定理以及关于 
双侧的导数极限定理.它们刻画了导函数的一个经常有用的基本性质. 

首先要对域后一个结论的两边有清晰的了解.左边 /；( x 0 ) 是函数/在点 xo 的右 
侧导数，右边是导函数在点: ro 的右侧极限.例如， /( x ) = sgnx 在点 z = 0 处存在导函 
数的右侧极限，但不存在右侧导数.反之，如前面的习题991， 997- 998等，都在点 x = 0 
处可导，但却不存在 尸 (+0). 

本题的意义在于建立了存在 /；( x 0 ) 的一个充分条件，同时在导数极限为有限的情 
况下还保证了导函数在点邱处右连续. 

此外，在习题中若 f '( x 0 + 0) = oc ， 则只可能是带有符号的+ 00 或 - 00 . 这可以从 
导函数的介值定理（即 §2.6.5 的命题 2.1 的达布定理）知道. □ 

解若 f f { x 0 + 0) = A 为有限数，则对给定的 e > 0,存在 (5 > 0,使得当 z e 
(吻， 而 ) + W 时，成立 

\f'{x) 一叫 < e. 

写出点的差商，并限定 Ax >0, 则对分子用拉格朗 R 中值 
定理后就有0 < 0 < 1，使得 f(x 0 + Ax) - f{x 0 ) = / '( x 0 + 6Ax)Ax. 

于是当0 < △$ < 5时就有 

Hxo±A^f±xA - A | = 1^(X0 -f 0Ax ) -川 < e ， 

按照右侧导数的定义这就是 /；( xo ) = A 

若尸 ( x 0 + 0) 为无穷大，则如前面的分析中指出，只有 + oo 和- oo 两种可能，不妨 
只给出第一种情况的证明. 
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这时对于任意给定的正数 G > 0,存在 J > 0,使得当 re e 0^，邳+ 0时，成立 
尸⑻> G . 

于是当0 < AO ； < <5时就与前面类似地可以证明 

f ( xo ± Ax ^- f ( xo ) = 作 0 + 嶽) > G ， 

这样就证明了八(工0) = +00 .口 

习题 1258.2 证明，函数 

{ arctan 4- 士 互 ， x _ 1， 
l - x ， 尹 

0， x = l 

存在有限的极限 lirr ^ f \ x ), 但函数 f ( x ) 没有单侧导数八⑴和/；(1).试给出这个事实 
的几何说明.然这一点存在广义的单侧导数(其定义见习题 1009.2). 


解在 x /1 时可以直接对表达式求导得到 



2 — 1 
(1 — x ) 2 1 + ar 2 ’ 


因此存在 lim f f ( x ) = 

由于 /(I + 0) = 和 /(I 一 0) = |， 因此 /( rr ) 
在点 o ： = 0处双侧均不连续，不可能存在两个单侧导数. 

如附图所示，当 a : — 1 土0时，函数/和导函 数尸都 
存在极限，但在点 z = l 处函数/不连续 .口 



下面的习题是后面许多习题的基础，也是不定积分理论的支柱.由于数学分析教科 
书中都有它的证明，从略. 

习题1259证明，如果当 a < x < 6时有 f { x ) = 0,那么/⑷为常数 (a < x < b ). 


在习题 1259 的基础上可以得到以下结论. 

习题1260证明，导数 f \ x ) = k 为常数的唯一函数 f ( x ) (- cx ) < x < + oo ) 是线 
性函数 f ( x ) = kx -\- b . 

解作辅助函数 F ( x ) = f ( x ) - kx , 则就处处成立 F '{ x ) = 0,因此 F 为常值函数. 
记 F ( x ) = b , 就得到 f ( x ) = kx + b . □ 

用数学归纳法可以讨论/的 n 阶导函数恒等于0时，/ 一 定是次数小于 n 的多项 
式.这就是下一个习题.请读者写出证明. 


习题 1261.1 如果 / W ( a :) = 0, 那么关于 /( x ) 可以得到什么结论? 
下一题有点难，其证明中有很好的构思. 
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习题 1261.2 设 /( x ) e C (°°)(- oc ，+ oo )， 且对每一个 rr , 存在正整数〜 （ n z 彡 n )， 

使得 

/⑹(4 = 0， 

证明函数/是多项式函数. 

解任意取一个点 X0 , 又任取一个严格单调递减数列 { x k } f 使得 X/e -^ xo ( k ^ 
OO ). 如题设条件所示，对每一个: Cfc ， 存在正整数 n Ifc < n ， 使得/(〜0(以）= 0.由于 
这无穷多个 n I / c 都只在 I ,--- , n 中取值，因此存在正整数 p < n ， 使得其中有无穷多个 
n ^h ~ P - 

不妨将上述数列中/ p 的其他项去掉，并重记余下的项为严格单调递减数列 
{ x fc }, 于是它仍然收敛于 吻， 同时有 

/⑻⑹= 0, fc=l ， 2,.". 

由于/无穷次可微，因此/⑻⑷是（- oo ，+ oo ) 上的连续函数.于是就推出 

fM ( x 0 ) = fc Iim / W ( x fc ) = 0. 

对每一个 fc ， 在区间 ( x k + u x k ) 上用罗^定理，这样就得到收敛于: ro 的新的严格单 
调递减数列，记为 K ), 它具有性质 

/ (p+1) (4) = 0, & =1,2,.... 

利用 /( p +1 ) ⑻的连续性，又得到 /(^ 1 )( xo ) = 0. 

如此继续就可以证明 f ^( x 0 ) = 0. 由于: r 0 是任意取的，这样就证明了在 
(- oo , + oo ) 上 f ^( x ) = 0 处处成立.最后用上一•题的结论即可 .口 

注从微分学角度看，多项式函数的一个特征 就是： 在每个点处的足够髙阶的导数 
一定等于 0. 而且这个阶数对所有点是一致的.这是因为对于 n 次多项式，其 （n + 1) 阶 
导函数就恒等于 0. 本题则表明，如果髙阶导数为0的阶数有界，则这样的函数也只能 
是多项式. 

习题1262证明，满足方程 V = 以为常数）的唯一函数 

V — y { x ) (-00 < x < + oo ) 

是指数函数 

y = Ce^, 

其中 C 是任意常数. 

解将方程改写为 〆 -化 = 0,然后乘以 e - L ， 就得到 

e 七( 〆 - 入 2/) =去… 士 y ) = 0. 

根据习题1259的结论，存在常数 C , 使得 e-^y = C , 这就是 y = Ce ^. □ 

注本题的方法是对微分表达式 〆 - 乘以一个适当的因子，使它成为某个表达 

式的导数.这种技巧也可称为凑微分法，它有很多应用. 

下面的几个习题都是微分法在恒等式证明中的应用，其中1263题只列出题，其中 
的 /( x ) 与前面的习题 1258.2 中的函数相同（只是后者在 a : = 1处定义为0)，从略. 
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习题 1263验证函数 

f ( x ) = arctan 和5(工 )= Cretanx 

在区间 （1) x < l ,(2) rr > l 内有相同的导数，并导出这些函数之间的关系. 

在习题1264的两个小题中给出第一小题的解答，并解释恒等式的意义. 

习题 1264( a ) 证明下列恒等式 

2 arctan x 4- arcsin ^ - = 7 tsgnx (|: c | 彡 1). 


解在问〉1时对恒等式的左边求导得到 
2 arctan arcsin ) = ^ x i 升 


b ( t ^) 


2(1 + x 2 ) - 4 a : 2 

(1 + x 2 ) 2 一 


1 + x 2 2(1 -x 2 ) — 


0, 


一 l + a : 2 x 2 -1 (1+ x 2 ) 2 

又利用恒等式左边的表达式为连续函数，因此在 o : > 1和 ： r < -1 时分别为常值函数. 
在这两个区间上分别用 x = 1和 x = - 1代入就得到要求证的结果 • □ 

注微分法很容易证明了上述恒等式，但它没 
有告诉我们这个恒等式是什么意思，以及为什么在 
| x | ^ 1时才成立这个恒 等式. 我们又可以问：在 
| x | < 1时发生了什么？ 

由于恒等式左边的两项都是奇函数，下面只看 
x ^ O . 如附图所示，在 : r < 1时这两个函数恒等，而 
习題 1264( a ) 的附图 在 I ：彡1时关于1/ =号对称，它们的和为兀. 

现在不用微分法来证明这两个结论.计算第一项的正弦值，就有 

sin (2 arctan x ) = 2 sin(arctan x ) cos(arctan x ) 

r 1 2x 



= 2 - 


yj\ 4- X 2 4 - X 2 1 + 5 

在 ㈣ < 1 时 ， I arctan x | ^ f , 其两倍不超过 k /2, 因此就得到 


arcsin 


2x 


= 2 arctanx (\ x \ < 1), 


▲ I 

当然这也可以用微分法来证明（参看附录一的习题 323( b ) 和附录二的习题 1519). 

当 : r > 1时，2 arctanx 介于兀/2与 K 之间，而反正弦函数的值不超过 <2,因此两 
项不会相等.这种情况在 §1.8 已经多次遇到.利用 


sin (7 t - 2 arctan x ) = sin (2 arctan x ) = - ^ ， 

上十 X 

而这时的0 < n -2 arctan0 ： <7t/2, 就得到下列等式，它也就是所要证明的恒等式: 


— 2 arctan x = arcsin 


2x 
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习题1265 证明，如果函数/⑷⑴在闭区间 [ a , 6] 上 连续； （2) 在它的内部有有限 
导数 尸⑻；⑶ 不是线性函数，那么在开区间 （ a ,6) 内至少能找到一点 c ， 使得 


试给出这个事实的几何说明. 


1尸⑷ I > 


f(b) - 1(a) 

6 — a 


分析本题可从几何上来思考.如附图所示，作 
出了连接点 （ a ,/( a )) 和（6,/(6))的直线段，它的斜率 

就是图中画的是斜率大于0的情况. 

由于函数/( X )不是线性函数，因此在它的图像 
(没有画出）上一定有不在上述直线段上的点.不妨如 
图所示，设有点在直线段的上方.用两条虚 
线将它与直线段的两个端点相连接，则可以看出其中 
有一条的斜率大于直线段的斜率. 



^1 

习題 1265 的附图 


根据拉格朗日中值定理，在区间上的函数 2/ = /( x ) 的图像中一定存在这样的 
点，使得该处的切线斜率等于连结点 （ a ，/( ci )) 和 ( d ,/( d )) 的虚线的斜率. 

对于函数图像上有点在该直线段下方的情况，留给读者考虑. 

于是己经明白了这道题的意思是什么，下面就是如何写出一个严格的证明. 

此外，从运动学角度也可以给出解释.设想 rr 为时间，则从时刻 a 到时刻6的质点 
直线运动中，如果不是匀速运动的话，一定有某个时刻的瞬时速度大于（和小于）全程的 
平均速度 .口 

解由于/不是线性函数，因此存在点 ( a , 6)，使得 

/⑷一 /⑷ + ⑷ - (d - a), 

不妨只讨论上式的为大于的情况.这时从 

/⑷ > /⑷ + • (d - a), 

即可推出不等式 

/⑷一 /⑷ f(b) - f(a) 
d — a b — a ’ 

和 牛^古•(則 -/(«)-#，•(“)） 

m - /(a) 

b — a ， 

最后在 [ a ， d ] 和 A 上分别用拉格朗曰中值定理，就知道存在点 f %使得 a < $ < d < 
ri < b, 且有 

r(0 = mi, Ml. 

综合以上就找到了两个点 < 和％使得 
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尸⑹ 


m - Ha) 




可见在中一定有一个点的导数绝对值大于 


m - f(a) 


，将该点取为 C 即可 .口 


本节的最后两个习题将放在补注小节中作介绍. 


2.6.5 补注（习题 1266-1267) 

1. 达布定理与导函数的不连续点 

在习题 1258.1 中已经给出了导函数的一个重要性质（即导数极限定理)，这里再补 
充有关导函 数的一 些基本性质.首先是达布定理，然后证明区间上的导函数不可能有第 
一 类不连续点. 

若尸(4连续，则它显然具有介值性质.达布定理则 表明： 导函数的介值性质与其 
是否连续没有关系.这也称为导函数具有达布性质. 


命题 2.1 (导函数的介值定理，达布定理）导函数在区间上的值域一定是区间. 

(下面给出两个证明.其中证1出现于2004年，证2是比较传统的方法 

证1只要 证明： 若在区间 [ a , b ) 上的函数/处处可导，且有 /' ⑷一 f (6), 则尸就 
能取到介于 r(a),f f (b) 之间的每个值.这等价于尸的值域包含区间 [/' ⑷,/'⑽①. 



达布定理的附图1 


x ^ b , 


如附图1所示用割线斜率定义辅助函数: 

( /( 工)-/⑷ 

/’⑷， x = a, 

则夕为简明起见记 



则函数 P 的值域包含区间 [尸 ( a )，4 


根据拉格朗日中值定理的几何意义，当 a < x < 6时割线斜率 〆 : c ) 的值一定等于/ 
在 （ a ， x ) 中某点$的导数值（见附图 1), 因此导函数 /' 的值域必定包含了函数9的值 
域，从而包含了区间 1/' ⑷，叶 

同样 可证: 导函数 /' 的值域也包含区间 [kj f (b)}. 由于不论 fc 如何，总有 


因此导 函数尸 的值域一定包含区间 [/' ⑷ ，尸 (6)] .口 

证 2 与证1相同只需 证明： 若 a < &，且在区间 [ a ，6 j 上有 r ( a ) ^ /' ⑼，则 /' 能 
够在 b ,6 j 上取到介于 f '( a ), f ，( b ) 之间的每个值. 


①为了叙述简明起见，约定在记号[/ / ( a ),/ / (6)] 中允许/'(6) < no ). 这个约定还延伸到下面整个证明 
中出现的各个区间记号. 
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先讨论 r { a ) f f { b ) < 0的特殊情况，且不妨设有 
/' ⑷〉0和 f ( b ) < 0 (见附图 2 ).从导数的定义可 
知， 在点 a 右侧邻近的函数值大于 /( a ), 而在点 b 左 
侧邻近的函数值大于/(6)，于是连续函数/在 
上的最大值点 < 只能是某个内点 （ € ( a , 6)，从而$ — 

定是极大值点.根据费马定理，必有 f (0 = 0. 

对于尸⑷一 f(b) 的一般情况，若 C 介于这两个导数值之间，则作辅助函数 

F ( x ) = f ( x ) - cx , 

于是就有 P ⑷泸 (6) =(尸⑷— c)(r(b) - C ) < 0 . 根据前面已经讨论过的特殊情况，存 
在之 e ㈣ ，使得 F ; (0 = 0,这也就是 尸⑹ = c . □ 

从达布定理可以得到下列有用的推论. 

推论设 f ( x ) 在区间/上可微，且 f \ x ) 处处不为0,则 f ( x ) 严格单调. 

证 从达布定理知 f ( x ) 保号.不妨设在/上处处有 f f { x ) > 0,则当心 < 町时，就 
有(〜，“)，使得 

/( 工 2) — f ( Xl ) = 尸(0(:2 - ：1) > 0, 

即 f ( x ) 为严格单调递增函数.同样可知若在/上处处有尸( X ) < 0,则 f ( x ) 严格单调递 
减 .口 

命题 2.2 在区间上有定义的导函数不会有第一类不连续点. 

证1 (用导数极限定理证明） 

用反 证法. 设导函数尸在区间/上有定义. 若 x 0 为 I 的内点①，且为尸的第一类 
不连续点，则导函数于点邱处存在两个有限的单侧极限 f r ( x 0 + 0) 和 r ( xo -0). 

又由于存在导数尸(: T 0 )， 因此/在点 rr 0 处 连续. 应用导数极限定理，可见/在点： 
处存在两个单侧导数八 ( xo ) 和 f 一 ( x 0 )， 且有 

f +( xo ) = /’(xo + 0)， fL ( x 0 ) = f(xo - 0). 

由于存在 f ( x 0 ), 因此有 f \ x 0 ) = f f _( xo ) = /；( xo ). 

综合以上可见 f ( x 0 ) = f(xo - 0) = f '( z o + 0 )， 于是尸 于点 Xo 处连续，引出矛 
盾 .口 

证 2 (用达布定理证明） 

用反 证法. 设导函数//在区间/上有定义.若 x 0 为/的内点，且为 /' 的第 一类不 
连续点，则导函数于点: r 0 处存在两个有限的单侧极限//(邱 +0) 和 f ( x 0 - 0). 这时其 
中至少有一个不等于 f ( x 0 ). 

不妨只讨论尸(: ro ) / f f ( x 0 + 0) 的情况.（这样也已经将端点情况包含在内了 .) 
记 a = f \ xo ), b = f \ x 0 + 0 )， 且 a / 6. 取 e = - a |/ 2 , 则存在 (5 > 0, 使得当 

x 0 彡 x < 吻 + 5 时，导 函数广 的取值除了 a = f { x 0 ) 之外，只能落在区间 
①这里只需要讨论内点，因为端点情况已经为导数极限定理所包含了. 
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(6 - 6 + e) 

之内. 由于 e = \b- a |/2, a = f’(x 0 ), 因此厂在区间 x 0 ^ x ^ x 0 + S 上的值域不是区 
间，这与达布定理矛盾 .口 

注从本命题知道，不是每一个函数都可以成为某个函数的导函数的，例如 sgn ( x ) 
在区间 [-1,1] 上就不可能是任何函数的导函数. 

从习题991知道在区间上的导函数可有不连续点.当然那是第二类不连续点. 


2•习题 1266-1267 

习题1266有一定的难度，它的意义也不很简单，因此放在补注中讨论. 

习题1266证明，如果⑴函数 f(x) 在闭区间 [ a ，6] 上有二阶导数 /〃⑷； （2) 
f(a) = f\b) = 0,那么在开区间 ( a ,6) 内至少存在一点 C , 使得 

\nc)\ ^ . 1 烟 _ / ⑷ I. 

又若满足条件（1)，(2)的 f(x) 不是常值函数，则在 ( a , 6) 内至少存在一点 c , 使得 

分析若/为常值函数，则结论显然成立.以下只考虑/不是常值函数的情况. 

将 f"(x) 的绝对值的上确界记为 

K = sup 
a<x<b 

这时尺 # 0. 否则，从 K = 0推出 f ， (x) 为常值函数.配合条件 f ， (a) = f(b) = 0则可 
见 f f (x) = 0,这与 f(x) 是非常值函数的假定矛盾. 

若尺==+00,则结论己经成立.以下设尺为大于0的有限实数. 

本题涉及既可以从几何上考虑，也可以从运动学上考虑.先从后者来看， 
这与中学物理的匀加速度的质点直线运动公式 s = jat 2 有密切联系.其中£是时间 ， a 
是加速度， s 是所经过的路程. 

现在将 a : 看成为时间，从 a 增加到6,则所要证明的结论就等价于关于路程、时间和 
加速度之间的一个不等式： 

\m-f{a)\<\K{b-a)\ (*) 

其中 K 是加速度的绝对值的最小上界. 

现在换一个角度，设给定，则上述不等式表明无论什么样的运动，只要加速度的 
绝对值不超过 K ， 则在时间 >， 6] 上经过的路程必须满足它. 

于是可以考虑，如何使得路程达到最大？不妨只考虑/( ㈠ > /( a ) 的情况.这时显 
然应当使得 f '( x ) 彡0 成立.从初始速度尸⑷= 0幵始，当然应当全加速前进.但不要 
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忘了最后还要停下来，即要满足尸(6) = 0 (即所谓软着陆)，因此一个合适的策略就是在 
前一半时间中取 r ( x ) = k , 而在后 一* 半时间中取 r ( x ) = -k 这时的路程是 

2 .^.(宁 ) 2 = +即- 0)2 ， 

即恰好是所要证明的不等式 （*) 的右边. 

再考虑到上述策略在加速度从 K 转换为 - K 时的跳跃,而我们要求/处处二阶可 
导，因此实际上只可能成立严格的不等式 （*). 还可以注意到，在软着陆要求下，最大路 
程不超过匀加速情况下的路程 ^ K { b - a ) 2 的一半. 

下面我们再从几何上来考虑问题.这时要求读者知道积分学中的牛顿-莱布尼茨公 


式等内容.若目前还没有学到，则可在以后再读下一段内容. 



习题1266的附图 


如附图 所示， 连接点 A(ci，0) 和 Z?(6,0) 的曲线是 
f ( x ). 直线段和 DS 的斜率为尺，和 AD 的斜 
率为-尺.由于 |/"(: r )| < / f ， 曲线 fix ) 完全落在平行 
四边形 ACBD 内. 

根据牛顿-莱布尼茨公式，曲线广 ( x ) 与: r 轴包围的 
图形，即在附图中的阴影区域，其面积就是|/(6) - f ( a )\. 
它不会超过三角形 / ICB 或 ADD 的面积.后者就是 
的右边. 


由于只有当 f{x) 的图像与折线 ACB 或者 ADD 重合时，才能使得 （*) 两边相等， 
而 f(x) 处处可导决定了不可能取这样的折线，因此 （*) 成立严格的不等号 .口 

现在开始写出本题的解.为了便于理解，将证明中的一些细节独立写成为 引理' 
它们本身也是拉格朗日中值定理的简单应用.引理1的内容简单，证明从略. 

引理1设函数 /( x ) 于 [ a , 61上连续，于 （ a , 6) 上可微. 

(1) 若在 M ) 上成立 //(X) 彡0,则/(6)彡/⑷； 

(2) 又若在 （ d ，6) 上成立尸⑷彡0但不恒等于0,则 /(&) > /⑷. 

引理2设函数 /(re) 在 Ml 上连续 ，于 （ a,/>) 上可微. 

(1) 若对某个常数尺在 (a,b) 上成立不等式 inx^^Kix-a), 则有 

(2) 若在 (a ， b) 上成立 | r ( x )| ^ K(x-a), 但不恒成立等号，则有 

_-/ ⑷|<寻(6-岣 2 . 

证 （1) 将条件改写为两个不 等式： 

-K(x — a ) ^ f r (x) < K(x- a ), 

①这种策略在控制论中称为 Bang - Bang 控制原理.这里的分析已经表明，在固定时间内要使得路程最 
大，就应当采用这样的策略.又可以看出，为了完成既定路程，采取 Bang - Bang 控制方式即是使得时间最省 
(即快速域佳控制）的策略. 

® 对于学过下一节的单调性和不等式的读者来说，这两个引理都是“容易”的.若学过积分学，则就更 
为“平凡”了. 
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然后定义辅助函数 

F{x) = - a ) 2 - [f(x) - /( a )], 

则有 F(a) = 0, F ; (x) = K{x 一 a) — /'(x) 彡 0. 从引理 1 得出 F{b) ^ 0, 即是 
又 定义辅助函数 

G{x) = [f{x)^f{a)]^\{x-a)\ 

则同样有 G(a) = 0, G\x) = r(x) + K[x - a) ^ 0, 并从引理 1 得出 G(b) > 0, 即是 

/(6)-/(a)^-^(6-a) 2 . 

合并以上就得到|/(6) - /(a)| ^ -^(6-a) 2 . 

( 2 ) 若至少在某个 x 0 时有 \f\x 0 )\ < K(x 0 - a), 则在以上证明中用引理1 之 （ 2) 即 
可得到所要的结论 .口 


习题1266的解如分析中开始所说，只需讨论尺= sup |/"( a ：)| 为大于0的有限 
实数的情况.定义辅助函数 


[K(x - a), “x 彡气丄， 

^ )= \/C(6-x), 

如附图所示， g ( x ) 的图像就是折线 ACB y 它是 [ a ，6] 上的分段线性函数，在中点 


处有角点. 

在 a < x 彡 ^- 时利用 /' ⑷= 0,对广⑷在 [ a , x ] 上用拉格朗 H 中值定理，而 

在时利用尸(6) = 0,对尸⑷在 [ x ，6 j 上用拉格朗日中值定理，就可以建 
立不等式 


\f\x)\ ^ 〆:)， a < re < 6. 

由于 f ( x ) 是在上的可微函数，而 〆 x ) 在中点 ^- 处没有导数，因此上述 
不等式不可能在 h & l 上恒成立等号 • 

对于区间 ㈨ 2#] 和刘分别用引理2之（1)，就得到下列两个不 等式： 

/( 爭) -/ ⑷卜 |(b - a ) 2 ， 

/( 爭)-/(6)卜 |(&- a ) 2 ， 

又利用引理2之（2)，可见上述两个不等式不可能同时成立等号.将两式相加，就得到成 
立严格不等号的不等式： 

_ - /⑷ | < |/(6) - /( 爭) | + |/(乎)- /⑷ | < 寻 (6 - a ) 2 . □ 
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§2.7 函数的递增与递减•不等式（习題 1268-1297) 

内容简介本节的习题是用微分学工具解决函数的单调性分析，并对于不等式的 
证明提供一种常用的方法. 


2.7.1 单调性分析（习题 1268-1287) 

在第一章中的许多问题，例如 §1.4 中的作图等，都依赖于对函数的单调性分析 •微 
分学为单调性判定给出了普遍有效的 方法. 下面列出这方面的主要 定理： 

(1) 在区间/上有定义的可微函数/(4为单调递增（递减）的充分必要条件是其导 
函数在/上非负（非 正)； 

(2) 在区间7上有定义的可微函数 / Or ) 为严格单凋递增（递减）的充分必要条件是 
其导函数在/上非负（非正)，且在数集 

{ xe/|m = o } 

中不包含任何子区间.（当 f { x ) = 0的点都是孤立点时这个条件总是满足的 .） 

习题1270求函数 y = - 的严格单调（递增或递减）区间. 

1 + 

解 求导得到 

• 2 (l + x 2 ) —4 x 2 2(1- x 2 ) 

y : ~ (1+X 2 ) 2 ~ " (1 + x 2 7 2 — ， 

于是导函数的符号完全由 （1 一工 2 ) = ( l - x )( l + x ) 确定.由于 〆 == 0的根为±1，因此 
就知道?/( X )在 (-00,-1] 上严格单调递减，在【-1， 1] 上严格单调递增，在 [ l ，+ oo ) 上严 
格单调递减，其图像见 §1.4.1 的习题 257( 牛顿蛇形线).列表如下 •• 


X 

(- oc ，- l ) 

-1 

(-1,1) : 

1 

( l ，+ oo ) 

尸⑻ 
/⑻ 1 

\ , 

0 

极小值-1 

+ 

0 

极大值1, 

— _ \ - n 



习题1273求函数 y = rr + | sin 2 x | 的严格单调 
(递增或递减）区间. 


分析如前所说，在对于函数作出单调性分析后 
就可以得到比较准确的图像，那么在用微分学工具作 
单调性分析时，是否可以用 §1.4 中作草图的方法来相 
互配合呢？我们认为应当如此. 

如附图所示，用虚线作出 y = x 和 y = | sin 2 x \ 
的图像，然后叠加得到本题函数的图像，于是单调性 
的大致情况己经清楚. 
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解注意到 sin2x 是最小周期为7：的周期函数，就可以看出 |sin2a;| 是最小周期 
为兀 /2 的周期函数.虽然 y(a:) = + |sin2x| 不是周期函数，但在其可导域上导函数 

y \ x ) = 1 4- (|sin2a：ty 却是最小周期为 兀 /2 的周期函数，因此只要在 [0， tc /2] 上作出单 
调性分析后将其结论“周期延拓”即可.此外还可以注意到在 sin2:r = 0 的点处 y(o;) 的 
导数不存在，但两个单側导数都是存在的. 

在 [0， tc /2] 上 sin 2 x > 0,因此就得到 

y f { x ) = 1 + 2 cos 2 a :， 0 < a : < 晉， 

上述表达式对于在端点 x = 0, | 处的右导数和左导数也 适用. 这可从导数极限定理 
(即习题 1258.1) 推出. 

在（0, |)内解出 y ^ x ) = 0的根为 : r =晋•于是 y (: c ) 在[0, 上严格单调递增， 

而在上严格单调 递减- 

最•后答 案为： 对一切整数 n ， 咖）在[爭 ， f +晋 j 上严格单调递增，在 [f + 
f ， f + f 1严格单调递减（附图中标出作为单调曲线段分界点的极大值点) •口 


习题 1275求函数 y = ^ 的严格单调（递增或递 
减）区间. 

解直接求导得到 

y f = ( x 2 - 2 - x y = 2 x • 2-* — x 2 . In 2 • 之一 35 
=x- (2-xln2).2~ x , 

可求出 / = 0 的根为 0 和 i « 2.885, 于是可以确定出 
三个单调区间和极值点的准&位置，列表 如下： 


X 

(- oo ,0) 

0 

(0,2/ ln 2) 

2/ In 2 » 2.885 

(2/ ln 2，+ oo ) 

/，⑻ 

/⑻ 

\ 

0 

0 

十 

/ 

0 

4 o ln 2 〜1 

— 

\ 

(In 2 〆 〜 1 』以 


这里就显示出微分法的优点.虽然本题的图像也容易用曲线相乘作出（见附图)，但 
用 §1.4 的方法 一般只 能作出草图，难以准确地求出单调区间和极值点的位置 .口 



习题 1278求函数 f ( x ) = x ^^+ sin \ nx ) 的严格单调（递增或递减）区间，其 
中 x > 0, /(0) = 0. 


解直接求导得到在 x >0 的导函数表 达式： 

f’(x) = + sin In x 4- cos Inx = + V^sin (| + lnz). 

利用对数函数 In a : 严格单调递增，令 £ 二 j + l nrr ， 并先在[0,2兀]上比较 sint 与 - f . 
可见当 i € [| tc , | tt ] 时 sinf < - f ，将这个结论“周期延拓”，就知道对于每个整数 
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n ， 当 i G [2n7C+ 告 兀， 2 戚 + ~| •闳时 sitU < - 从 < =| + lnz 回复到自变量 X ， 就 
可确定出在区间 

[ exp [(2 A : + 1) 冗 + ^], exp [(2 fc + l )7 C + 普]] 

上 f ( x ) 严格单调递减. 

不必再作计算就知道在区间 

[ exp [(2 Ar + 1 )jc + 卷•]， exp [(2 fc + 3)兀 + 吾]] 

上严格单调递增 .口 

注本题的函数 f ( x ) 就是 §2.6.2 的习题1249中的 xsin ( lnx ) 再加上 xy ^|. 因此 

根据那里的讨论与附图已经可以知道/(4的图像从0到 + oo 有无穷多次振荡，因此存 
在无穷多个单调性区间. 

习题1279证明，圆内接正 n 边形的周长随边数 n 的增大而增大，而圆外切正 
n 边形的周长尸„反而随边数 n 的增大而减小.利用这个结论证明，当 n — oo 时， Pn 和 
A 有相同的极限. 

解不妨设圆半径为1,于是就有 

p n = 2 nsin P n = 2 ntan n = 3,4, • • •. 

为了研究数列 { Pn } 的单调性，可以将71换为连续的自变最 ： T > 3. 在此范围上定义 
函数 pOr ) = 2 xsin -^-, 求导得到 

p '( x ) = 2 sin 吾十 2 x cos 吾 • ( - 

= 2 cos — (tan — - — V 
x \ x x ) 

同样可以对于数列 { Pn } 定义 P ( x ) = 2 xtan ^, 其中 a : > 3,然后求导得到 

p \ x ) = 2 tan 吾 + 2 工 sec2 垩•(一 含） 

X 

由此可见，为了证明 v \ x ) > 0和 P '( x ) < 0,只要建立当0 < t f 时的两个不等 
SsirU <《< tani 即可.证明这两个不等式的最简单的方法是利用正弦和正切的几何 
定义.在多数的教科书中证明基本极限^ = 1时就是这样做的，此处从略®. 

于是已经证明了彳严格单调递严格单调递减.然后从 

Pn 〈 Pn+1 〈 Pn+1 〈 Pn 

可推出 { Pn } 有上界， { P n } 有下界，从而都收敛. 在 Pn ， P n 的表达式中令 n — OC 可见 
极限相同 .口 

® 目前用拉格朗日中值定理或其他工具很容易证明这两个不等式,只是微分学的建立不可能离开 
sinrr ^ x ( x ^ 0 ) 这个基本极限，因此这类证明有循环论证之嫌疑. 
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注若利用 = 则一开始就可以计算出 Pn — 271，即单位圆的周长.同 
样可以得到 Pn 二 H Z 

习题1280证明函数2/= (1 + 去) X 在区间 （-00,-1) 和 （0，+ oo ) 上递增. 

解用对数求导法就有 

v 1 = vO^vY = (1 十去 )' [: cin(i + +)] 

= (0(4)0 •為 .(-+)] 

=( 1+ +)'卜 «)- iid ， 

于是问题归结为证明最后一式的方括号内的表达式大于 0. 为方便起见，在该因子中引 
入变量，得到函数 

同时关于 x 的区间（一 oo , - 1) 和（0, + oo ) 分别转换为关于 f 的区间（一1， 0) 和（0, + oo ). 
问题只是证明贞0在这两个区间上都是大于0的. 

计算出导数 

〆 ⑷ = r5r - 

可见 〆 ⑷与 t 同号. 

利用 3(0) = 0,就可以在区间丨 ( Ml 上 
用拉格朗日中值定理得到 

9 (t) - g(0) = g{t) = tg'iOt), 

其中0 < 0 < 1，并允许 -1 < t < 0. 

由此可见，在 f 〉0 和一 l < t <0 时都 
W g(t) > 0. 

综合以上讨论就已经证明在指定的两个区间上函数 〆 > 0,因此2 / 在两个区间上分 
别为严格单调递增函数（见附图) .口 

注不用微分法也可解决本题.回顾前面在 §1.4.7 中关于函数 

y = (t^-iy 

的单调性分析及其附图，可见从该函数在（- 1,0) 和 (0, - foo ) 上的严格单调递减就恰好 
等价于本题要求证的结论.此外，也不难看出，该处的函数图像在 t = +的变量变换下 
就得到本题的函数图像. 

比较这两种方法可以看出，微分学给出了普遍有效的工具 ： 而在前面的方法则依赖 
于许多特殊的结果和工具.因此在有了微分学之后，我们可以回过去对许多在当时感到 
较困难的问题给出很容易的解法.这不仅仅限于单调性分析，还包括前面的许多其他问 





278 


第二聿一元微分学 


题.只是要注意不要出现循环论证的错误.这方面的一个典型例子就是用后面的 §2.9 的 
洛必达法则去证明 §1.5 中的基本极限 lim ^^ = 1. 


习题1281证明，有理整函数 

P(x) = a 0 4- a^x + • • • + a n x n (n ^ l,a n ^ 0) 

在区间 （- oo , -仰）和（邱,十 oo ) 内是严格单调的，其中: r 0 为足够大的正数. 


解1求导得到 

P r {x) = na n x n_1 + (n - l)a n -ix n_2 + …+ ai 



可见在上式的方括号内除了第一项1之外，其余 n - 1项当 | a :| — + oo 时都是无穷小童. 
因此存在抑 > 0,使得当 | rr | > ar 0 时导函数 P \ x ) 的符号完全由确定，因此在 
(一 00 , 一 0 ： 0 )和（: To , + 00 ) 上 P ( x ) 严格单调 •口 


解2 P \ x ) 作为 n - 1次多项式或者没有实根，或者，根据韦达定理，至多有 n - 1 
个实根，因此 存在邱 > 0,使得当 W >抑时 P \ x ) 没有实根，从而在（- oo , -吻）和 
( x 0 , + oo ) 上分别保号，这就保证了 P { x ) 在这两个区间上分别严格单调 .口 


习题1282证明，不恒等于常数的有理函数 

則= ：：：^：^ ( w ) 
在区间 (- 0 O, - 吻） 和 （ rr 0 , +OC) 内严格单调，其中 ： r 0 为足够大的正数. 


解将 R ( x ) 的表达式的分子和分母分别记为和 Q { x ), 则就有 

P \ x ) Q ( x ) - Q f ( x ) P ( x ) 

R{X) ~ Q 2 { x ) ， 

可见导函数 R f ( x ) 的符号是由上式的分子决定的.由于这个分子是多项式，利用上题 
的结论，因此存在 列 > 0,使得该多项式在 （ - 00 ,- 抑） 和 (x 0 ,+oc) 上分别保号，且使 
Q ( x ) ^ 0. 这就推出 R ( x ) 在这两个区间上分别严格单调 •口 


那么 


习题1284证明，如果 ip { x ) 为单调递增的可微函数，且当 : r >吻时有 

1尸⑻ I < 


1/ ⑷一 f{xo)\ < 咖） _ <^(x 0 ) {x ^ Xo). 
对这一事实给出几何说明. 


解将条件改写为 

一 〆 Or) < fix) ^ (f^x), X > x 0 , 

也就是在上同时成立 （1) f(x) - <p f {x) < 0和 (2) f(x) + > 0. 

作辅助函数 
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F(x) = f(x) - (p(x), x ^ x 0 , 

于是从条件 （1) 有 F f (x) = 尸⑷— ^(x) < 0,从而 F 在 x >抑时单调递减，就有 

F(x) = f{x) - ip(x) ^ F(x 0 ) = f(x Q ) - y>(ar 0 ), 

整理后就是 

/(X) — /(x 0 ) < (p(x) - ip(x 0 ). 

同样可作辅助函数 G(x) = /(x)-h c^(x), 并根据条件 （2) 得到 G'(x ) = 尸⑻ + 
^(x) ^ 0 (rr > x 0 ), 因此 G 在 rr > 邱 上单调递增，然后从 G(x) ^ G(x 0 ) 得到 

/(x) - f(x 0 ) > 一 [ 咖)一 ^(x 0 )]. 

合并以上就得到在 X^Xo 时成立 |/(x) — /(x 0 )| 彡 (f(x) - v?(x 0 ). 

本题在不等式证明和关于常微分方程的解的估计中很有用.它表明， 在条件 
\f\x)\ ^ ^{x) (X ^ X Q ) 满足时，函数/从: To 到 Z 的增量的绝对值不超过^的增重. 

为了说明本题的几何意义，我们举一个具体例子.如 
附图所示，取 /Or) = sinx, x 彡0， ip(x) = x, z 彡0，则 
从 f( x ) = cosa; 和 |cosa:| < 1 = 就可以知道函数 
f(x) = sinx, x^O 的图像一定处于图屮的阴影区内，它是由 
y = (x 彡 0) 所限制的区域. 

这同时也就是得到了不等式 

|sinx| ^ x (x 彡 0) 

或者写成 

—X < sinx < x (x > 0). □ 

下一题提出了点单调的概念，其中的证明需要用实数系的基本定理. 



习题 1286 如果函数 /(:r) 在点邱的某个邻域 |z -x 0 |<(5 内函数增录 

△/( 怎 0 ) = / (工卜 /( 工 0 ) 

的符号与自变童增量 Ax = x - xo 的符号一致，那么称函数 f(x) 在点 x 0 递增. 

证明，如果函数 f(x) (a <x<b) 在某个有限或无限区间 (a,fe) 内的每一点递增，那 
么它在这个区间内递增. 


注本题的结论可改进为/在 (a,6) 上严格单调递增.下面的几个证明都按此要求 
来给出. 

解1 (用确界存在定理）只要对于任意两点 c，d， 满足 a < c < d < 6,证明 
/(c) < f(d) 即可. 

对点 c 按条件有 S>0, 使得当 xe(c,c-^6) 时有 /(c) < f(x). 

定义数集 

S^{xe(c,d\\f(c)<f(x)l 
于是只要证明 des 就得到所要求证明的 /(C) < f(d). 

因 S 是非空有上界的数集，根据确界存在定理， *5 有上确界，记为0 = sup 5. 
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以下分两步. 

(1) 证明 0 = d. 

用反证法. 若0 < d ， 则对于点/3用题设的条件，存在 A > 0,使得在邻域 
k 一刮< A 内，/⑻_ /(々) 与 x -0 同号.特别有 /(/?)</(/?+ |). 

由于0 = supS, 因此在（/3 - 8 u /3) 内存在某个点:^ e 叉于是有 /(c) < /(xO. 
合并以上就有 

/(c )</( a：i)^/(/3)</(/3+-|), 

因此点 /3 + f eS . 这与 /3 = S u Pt S 相矛盾. 

(2) 在尽= d = sup 5的基础上证明 /(c) < /(d). 

对于点 d 用题设条件，即存在知〉0,使得在邻域 |rr - d| < 5 2 内，/(4 一 /(d) 与 
x - d 同号. 

利用 d 是5的上确界，因此在 （d - 5 2 , d ] 内存在点的€ &于是有 

f(c)<f(x 2 )^f(d). □ 

注这里所用的方法就是在 §2.1.3 的习题1019中使用过的勒贝格方法. 

解 2( 用闭区间套定理） 任意取定 c,d， 满足 ci < c < d < b， 我们来证明 /(c) < 
淋 

用反证法.设有 /(c) 彡 f(d). 记 Cl = c， 山= d, 并考察 
这时在两个不等式 

/(c) ^ /( 申)， 

/( 乎 ) > /⑷ 

之中至少有一个成立.若第一个不等式成立，则记 c 2 = c, d 2 = ^± A ; 若第一个不等式 

不成立，则记 c 2 = d 2 = d. 于是得到 [c 2? d 2 ], 它是 [ ci,dx] 的子区间，其长度为 

[ci,di] 的一半,且成立不等式 /(C2) > f(d 2 ). 

继续如此做下去就得到区间套 {[Cn, dn ]}, 其长度‘ - 〜 — 0,且对每一个71满足 
条件 f(Cn) ^ f(d n ). 

根据闭区间套定理，该区间套存在公共点，记为 f 

对€用题设条件,存在5 > 0,使得在邻域 G < (5 内， /(rr) - /(€) 与 a: - $同号. 
由于 c n U，d n U， 因此存在 A 使得 

[cNyd^\ C (c - 5，€ + d). 

于是成立两个不等式 

f(c N ) ^ /(0 ^ f(d N ). 

由于 I{cn) - f{0 与 C N 同号， /(€) - f{div ) 与怠 -d N 同号， 而 CN < d N , 因此以上 
两个不等式不可能同时成立等号.这样就得到< f(d N ). 但这与该闭区间套所具 
有的特殊性质 f(c n ) ^ f(d n ) (n = 1，2, …) 相矛盾 •口 
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习题1287 证明，函数 

i x + x 2 sin —. 

x 

0 , 


ar#0, 
a: = 0 


在点 a : = 0处递增，但在包含此点的任何区间 （- e ， e ) 内不是递增的，其中 e > 0为任意 
小量.并作这个函数的草图. 


解在2： = 0处的导数可以按照定义计算如下: 




2 


= l + limxsin - = 



因此当 ㈣ 充分小时，差商 f ( x)/x 大于0,从而/于: c = 0处递增. 

接下来先作此函数的草图.在/的表达式中的第二项与 §2.1.3 的习题991中的函 
数 x 2 sin ^( x ^ O ) 差不多，在与= x 叠加之后就得到附图中的图像.它夹在两条抛 
物线 y = = 士 a: 2 之间，在 z = 0 附近有无限多次振荡，只是幅度随着与原点的接近而以 
二阶无穷小量的速度变小.在附图的两个分图中分别按照两种尺度作出了函数 /( a :) 在 
原点附近的图像. 



当然不可能从附图中看清楚在原点邻近的 /( a :) 的性态.为此还是需要用分析方法 
求导数，这样就得到 

f ’( x ) = 1 -f 2xsin — — 2 cos — (x ^ 0), 

X cc 

而且可以看出，在邻域（-内前两项的绝对值不超过1 + 2 e . 于是只要取 e > 0足够 
小， /' ⑻在点 a: = ^处的符号就完全由第三项 -2cos = 2(-l) n+1 决定，其中 

n 取一切非零整数.由于 f f ( x ) 的符号在 x = 0的任何邻近都是不断变化的，从而/不 
可能是邻域（- q 幻上的单调递增函数 .口 

注由上可见，函数在一点递增（或递减）确实是一种新的局部性概念，可称为“点 
单调”.与此对比，平时所说的单调概念却是具有整体性质的概念，因为它必须是对于某 
一个区间而言的，姑且称为“区间单调”.这与上一章中的连续和一致连续概念之间的差 
异是类似的. 
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2.7.2 不等式（习题 1288-1295, 1297) 

这里给出了用单调性来证明不等式的许多习题.实际上前面的习题1284就是如此. 
下面是证明不等式时的常用定理- 

习题1288证明定理，如果 •. 

(1) 函数 p ⑷和岭( 咖阶 可微; 

(2) ^ { k ) ( x 0 ) = rp ( k ) { xo ) (fc = 0，1 ，". ，n — 1); 

(3) 当 a : > x 0 时有 < p ^{ x ) > 必 ㈨ ⑷， 

那么当时不等式 

♦) > 汐( X ) 

成立 • 

解 1 作辅助函数 F { x ) = ip ( x ) - 7 p ( x ), X ^ x 0 . 

这时的条件 （3) 即是在 : r > : r 0 时成立 FW ( x ) > 0 t 因此就推出函数 F 的 n - 1阶 
导函数 F ( — D ( x ) 在 rc 彡邱时严格单调递增. 

然后再利用条件 （2) 中的 A : = n - 1,即 F ^( x o ) = 0, 这样就得到在 x > rr () 时的 
不等式 F ^( x ) > F ^- 1 )( x o ) = 0. 

继续如此做下去就得到 x > x 0 时成立 F (: r ) > 0,即 认 x 、> rj ;( x ). □ 

解2作辅助函数 F ( x ) = ^( x ), x ^ x 0 . 这时的条件 （2) 是 F ^( xo ) = 

0 (* = 0,1 ,…， n - 1)，条件 （3) 是当 x > 吻时 F ^ n \ x ) > 0. 

在区间 lrr 0 , x ] 上对于函 数卩用 拉格朗日中值定理，存在心€ ( x 0 l x ), 使得成立 

F ( x ) = F(x) - F(x 0 ) = F , (^i)(x-x 0 ) > 

然后在区间 [ xo ,^ i ] 上对 F / 用拉格朗曰中值定理，存在& € ( x 0 , ei ), 同时利用上面的等 
式，使得成立 

F ( x ) = [ F / (6)- n %)]( x - x 0 ) 

= - X 0 )(X - Xq). 

如此继续下去，就得到％ < 《n <•••<&< 0 A 使得成立 

F ( X ) = F ⑷ (《 n )(4 n 一 工0)… (& 一 工0)(6 — :0)(怎 一 X 0 ). 

最后利用条件 （3) 即可推出 F ( x ) > 0 (x > xo ), 也就是所要求证的 cp ( x ) > 必 ( x ) (x > 

Xo)' □ 

注解1是直接利用单调性来证明.实际上本节一开始列出的用导数来判定单调 
性的定理也可以由拉格朗日中值定理得到.因此两个解法本质上相同. 

下一题中含有5个小题，我们只讨论其中的两个.注意这些习题中的不等式本身也 
是微分学中的常用工具. 
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习题 1289( a ) 证明不等式 P > l + x ( x ^ O ). 


解 1 令 F ( x ) = e x - l - x , 则有 F(0) = 0, F \ x ) =P — 1 .在: c>0 时 F f ( x ) > 0, 
而在: r < 0 时 F f { x ) < 0, 可见 F(x) 在 [0 ， +oo) 上严格单调递增，而在 (-oo,0] 上严格 
单调递减，因此 F ( x ) > F (0) = 0 对一切 x^O 成立 .口 

解 2当 rr # 0时在区间[0, xj (其中对 x <0 采取相同记法）对# 一 1 - $用拉格 
朗日中值定理，就有0 < 0 < 1,使得成立 

e x — 1 — x = ( e ex 一 1) • x, 

可见无论 rr /0 是正还是负，右边都大于0 .口 

注回顾在 §1.2.9 中对于习题 75(b) 的初等证明及其附图，可以看出有与没有微分 
学工具的差别. 


习题 1289( e ) (延森不等式）证明不等式 

丄丄 

( x a 4- y a ) a > ( x ^ -f y^) ^ (x > 0 ,t / > 0,0 < a < /?). 


解 1 利用不等式两边是: r，y 的齐次函数，将右边记为 A = (# + /)★, 除以两 
边，就得到等价的不等式 

[(量 r + (蚤 )1 。> 1 ^•(音 ) a + ( 号)° > 1. 

右边的不等式只要利用: T < A ，2 / <4和 0< a </3, 然后将下面的两个不等式 

(ir>(ir. ⑸ a >ar 

相加即可得到 .口 


解 2将 a :， 2/看成为参数，将看成为自变量的两个值，于是只要证明函数 

P{t) = {x l + (t > 0) 


为严格单调递减函数即可. 


用对数求导法得到 

F'W =增 .( >(» : 

t vl\ 

t 2 — ) 

[x l lna: 4 -f - (/ + 〆)ln(/ + 〆 )]， 


_ F(f \ ( ^ inx -^ y 1 \ny 

-增. y —^ T 7)~ 


In〆+ 


m 




下面只要关心右边的方括号内的表达式的符号. 

为观察方便起见,记 u = /，〃 = 〆 ，它们都是大于0的.然后就可将它写成 

ln ( w u v v ) 一 In (以 + v ) u+v , 

而彡 （w + v) u (u + vy = (ti + v)^ v 显然成立，因此这个表达式小于 0. 这样就证 
明了 F\t) < 0,即 F{t) 是严格单调递减函数 .口 
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注本题的不等式可以推广到以下更为一般的 形式： 

含. 

i=l i=l 

其中心 > 0 (i = 1,2,…， n )， 0 < a < /3. n = 2的两个证明对这个一般情况也都有效. 
下一个习题的结论很有用，我们先作分析，然后给出两个不同的解. 


习题 1290 证明不等式 ^ - X < sinx < x , 其中0 < x <号. 

分析其中右边的不等式己在 §1.5.5 的命题 1.8(1) 的证明中 
提到，也出现在 §2.7.1 的习题1284的讲解中.左边的不等式常称 
为若尔当不等式，有多种证明方法. 

如附图 1 所示，本题的两个不等式表明在 0 < rr < f 上的正 

弦曲线夹在 y = re 和 j / = 的两条直线段之间，从而提供了简 习題 1烈0 的附图 1 

单的线性估计 .口 



解1将左边的不等式改写为>吾，然后在区间 [0, 上定义辅助函数 

0< x < 号， 

x = 0. 

以下对 / r 作单凋性分析（参见附图 2). 

在（0, f) 上计算得到 

F l {x) = = cosx . (：r _ tanx)<0j 

X X 

可见是 [0,-|] 上的严格单调递减函数，因此在 

[0，|)上 F ( a :) (号）=吾. □ 习題1290的附图2 

解2 (参见附图 3) 在区间[0，|]上作辅助函数 

O 

G{x) = sinx — —x, 

然后对 G 作单调性分析.由于 G(0) = G(f) = 0,它当 
然不是单调函数.计算导数得到 

习题1290的附图3 G'(x) = cosx - 吾， 

可见 G， 有唯一零点€ = arccos ^ « 0.880 7.在[0乂)上 G\x) > 0,于是 G ㈤严 
格单调递增，而在（《， f ] 上 (?' ⑷ < 0,于是 G (: r) 严格单调递减，点《是 G 的极大值点. 
再结合 G(0) = G(-|) = 0 就知道在（0, $上 G{x) >0. □ 

注解2是对于非单调函数作单调性分析的典型例子.这种情况在不等式证明中 
也是常见的. 
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习题1291证明，当: r > 0时有不等式 

分析在前面的习题1280中已经证明了上式左边的函 
数 (1 十 I ) 1 在（0, + OC ) 上严格单调递增.又己知当: r — +oo 
时该函 if 的极限为 e ， 因此左边的不等式成立.用相同的方法 
可以证明右边的不等式成立，留给读者完成.若取 = n 为正 
整数，则就是 §1.2.3 中的习题 69( 参见附图) •口 



习题 1291 的附图 


习题1292设等差数列和等比数列的项数、首项与末项对应相等，且各项均为正 
数.证明，等差数列的各项之和大于或等于等比数列的各项之和. 


解设项数为 n + 1, n 为正整数.记等差数列为:^^…^工…等比数列为 
ychyu …， yn ， 设首项为 a ， 末项为6,即有 Xo = yo - a , x n = y n = b . 若 a = b 或者 
n = 1，则等差数列之和与等比数列之和相等.以下讨论 a # b 且 n > 1的情况. 

不妨假设 a <6,否则可以将数列的顺序颠倒，首项改为末项，末项改为首项，而两 
个数列的和不变. 

于是可计算出等差数列和等比数列的各项分别为 



以下可以证明除了首末两项之外，其他对应项都有 : Ti = 

a ^ b 和项数 n + l >2 的情况，等差数列之和一定严格大于等比数列之和 
在0 < i < n 时要证明的不等式是 


- 1. 于是在 


Xi = 


>Vi 


。 (音) 


两边除以 a 并整理成为 


含(去-0 > (含) 


再令 JL - 


1，可见只需要证明当0 < a < 1时，对于 x > - 1成立不等式① 


1 + ax 彡 （1 + x ) a ， 

其中仅当 x = 0 时成立等号. 

这里的不等式 (2.8) 是连续变量且指数 a G (0, 1) 的伯努利不等式. 


( 2 - 8 ) 


①在 §1.1.1 的习题7己经见到离散情况的伯努利不等式 （1 + a ： 广彡1 + na :， 其中 a : > -1, 指数 n 为正 
整数.除了 (2.8) 之外，还有指数 a < 0和 a > 1时的连续变虽的伯努利不等式 

(1 + x) a 彡 1 + arc (x > 一 1 )， 

其中仅当 x = 0 时成立等号.它们的证明和 (2.8) 的证明是类似的. 
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在右边的附图中作出了直线 y = 1 + ao : 和曲线 
2/ = (1+0；产，其中取《 = 0.5. 

作辅助函数 

F ( x ) = 1 + ax — (1 + x ) a , 

则有 F (0) = 0. 求导得到 

F r { x ) = a - a(l + x ) 0 " 1 , 

则有 ^(0) = 0. 再次求导得到 

可见在 0< a < l 和： c >- l 时始终有 F n { x ) > 0. 由此反推可见一阶导函数 P ⑷在 
x > - I 时严格单调递增.由于 P ⑼= 0,可知在 2 ： > 0时 F \ x ) > P ⑼= 0,而在 
一1 〈: r < 0时 F r { x ) <，⑼= 0. 由此可见函数 F ( x ) 在 x 彡0时严格单调递增，而在 
-1 < x 彡0时严格单调递减.利用 F (0) = 0,即可知不等式 (2.8) 成立，且仅当 a = 0 
时成立等号 .口 

习题 1293 由不等式 

n 

E(a fc x + 6 fc ) 2 彡 0 ， 

其中 a :， 叫, 6^ ( A : = 1，…， n ) 为实数/证明柯西不等式 

( J 2 akbk ) 2 

fc=l fc=l fc=l 

解 1 将给定的不等式左边展开，得到关于变量 a : 的二次三项式 

x 2 ^ a 2 k - h 2 x ^2 a k b k + ^2 b 2 k ^ 0. 

fc=l A;=l k=l 

由于该二次三项式非负，因此其判别式非正，这就得到柯西不等式 .口 



解2这里给出柯西不等式的另一个证明.将下列不等式 

n 71 

EZ >々- a A ) 2 ^ 0 

<=i i=i 

的左边展开并整理后即有 

J 2 乞(吨 一 ajbi). 2 = ^ ^ @ - 2 ^ ~ 

t=l j=l t=l j=l t=l j=l i=l j=l 


= 2 E a 'E 6 '- 2 (I ^ aA ) 2 ^ 0 

t=l t=l i=l 

然后将最后一式除以 2 并移项即得柯西不等式 .口 


注柯西不等式是高等数学中最基本的不等式，证明方法也很多.上述第二个证明 
中所用的等式即所谓拉格朗日恒等式.这些方法还可以用于证明积分形式或级数形式 
的柯西-施瓦茨不等式. 
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此外，柯西不等式成立等号的充分必要条件是数列々，勿，…，〜和162 ,…， k 
成比例.这就是说存在两个不全为0的常数 /C 和 /， 使得对每个 i = 1， 2, •. • ， n 成立 

kcii + Ibi = 0 . 

这可以从前面的证明中推出. 


习题1294证明，正数的算术平均不大于这些数的平方平均，即 




^2 x l 

fc=l 


解1对左边如下用柯西不等式 就有: 

. 丄 + • . • + Xn •丄 < (工? + 
XI Tl \ 






去) 


n 项 


_，工？ + • • • + Zn 


=( 


n 


\ T 

) •口 


解2也可以如下用柯西不 等式: 


工 1 


y/n y/n 


… 4 ■含古< ( 


工？ + ." + 4 


n 


)*(n 


+ 


n ) 


2 


n 项 


= (£l± _ ±£L) T q 

解 3 若将要证的不等式改写为等价的 

(A + •. • + x n ) 2 ^ n { x \ + •. • + xl ). 
则容易看出还可以如下用柯西不 等式： 


(xi • 1 + • • • - f - x n • I ) 2 ^ ( x ? + • • • + x \) - n . □ 

解 4 如解 3 开始那样改写要求证的不等式之后，用数学归纳法也很容易. 

当 n = 1时成立等号. 

设 n = A : 时该不等式已成立，则当 n = fc + 1时就有 

(&+••• + x fc + x k+ i) 2 = (xi + + Xk) 2 + 2(xi + + + x\^ 

^ 允(工? + …+ 4) + ( 工? + …+ 4) + k ^Ui + 4十 1 
= (fc + 1) (工? + …+ 4 + 4+1)， 

其中利用了中学数学的基本不等式2以< a 2 + 6 2 .口 

习题1295就是算术平均值-几何平均值不等式，见本书 §1.1.6 补注小节中的命题 
1.1 以及所引的专著[11，这里不再重复. 

习题1296的解法较为复杂，建议初学者先跳过它.其讨论见 §2.7.3. 

最后是新版中的一道题，它含有三个小题，这里只作简单分析. 



习题1297证明不等式： 

(1) x Q - l > a { x - 1), 其中 a 彡2, x > 1; 

(2) ^/x — \/a < y/x — a , 其中 n > l , x > a > 0\ 

(3) 1 + 2 In x < a : 2 , 其中 rr > 0. 

分析（1)令《 = $ - 1，则不等式可以改写为 

(1 + 1)° > 1 + at, 

这时 a 彡2, 6 > 0. 回顾 （2.8) 及其注，可见这就是伯努利不等式，且在 a 〉1和^> -1 
时就已成立.其证明方法与 (2.8) 的证明类似. 

(2) 若 n 为大于1的正整数，则只要将左边的第二项移到右边后两边升高 n 次即可. 
若 n > 1为一般实数，则可以用拉格朗日中值定理等方法证明. 

(3) 建议先作出 y = l + 21 n a : 和2 / = x 2 的草图，然后设计出解题的方法 .口 


2.7.3 补注（习题 1296) 

习题1296有一•定的困难，因此放在这里讨论. 


习题1296由等式 


( s ^ O ) 


Ao(a, 6) = lim A 5 (a,6) 

定义的函数称为两个正数 a 和 b 的 s 阶平均\ 

特别地，当 .9 = -1 时得调和平均，当 S = 0时得几何平均（请证明) 
算术平均，当 s = 2时得平方平均. 

证明： 

(1) min { a , 6} ^ A a ( a ,6) < max { a , 6}; 

( 2 ) 当 a / 6 时，函数 b ) 是变 fi S 的递增 函数； 

(3) lim A a ( a , b ) = min { a , 6}, lim A a ( a , 6) = max { a , b }. 

解首先证明确实就是 a , 6 的几何平均值. 

将 △ s ( a,iO 取对数后，用等价量代换法求 s 0时的极限，就有 

+ b 3 


当 .s = 1时得 


lim lnA“a ， fe) = lim 


= lim 


^ , (a g - 1) 4 - (6 g - 1) 
(a^-l) + (b s -l) 


{a s - 1) + (M 
2 


s 
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可见 A 0 ( a ，6) = Vab . (在以上计算中利用了 §1.5.5 中的 (1.35),(1.36).) 

(1) 对 s = 0,从上述结果即可得到 min { a ,6} $ Vab $ max { a ,6}. 

对 s > 0,将两个不等式 

min { a , 6} 彡 a 彡 max { a , b }, 
min { a ,6} ( b ( max { a , b } 

升高幂次相加除以 2, 再开 s 次根即可得到. 

可以看到，这里利用了幂函数：和:在 s >0 时都是递增函数，因此在两次运算 
中保持了不等式方向不变. 

对于 s < 0,至少有两个方法. 

第一个方法是利用 s > 0己经证明的结论.令 r = -s > 0,然后对于 Y ^•和 

CL 

V = j 写出 r 〉0时已有的不等式 min { a '，6'} 彡 △ r ( a '， i/K max { a '，6'}. 可以发现这 
就是对 s < 0所要的不等式. i 

第二个方法是利用> 0时的证明方法.为此利用幂函数 f 和 x 7 在 s < 0时都 
是递减函数即可.这时在升高 s 幂次和开 s 次根时都使得不等式方向相反，而两次的总 
效果还是保持了原有的不等式方向不变. 


(2) 用对数求导法得到 

去 ⑽，—△㈣ 去 ( 生 fM) 


= A a ( a ,6) 

= A.,(a,b) 


+ b s 


In a + b 9 In b 
2~ 


一 In 


a 9 + 
丁 


[ a a Ina a + b 9 Inf - ( aW)li 


a 5 *f b s 


s 2 ( a A -h b s ) 

于是只要证明当 a / 6 时最后一式的方括号内的表达式大于 0. 


引入 W = a ' z ; = b '则％ r 是两个不相等的正数.不妨设0 < r < u , 则上述表达 

式可记为 n + 

L = ulnu vhiv — (u -f v) In — . (2.9) 

定义辅助函数 


并将 (2.9) 改写如 下①: 


F(x) = xlnx^ 



①这时 (2.9) 就是 

L =( F ( tx ) + F ( tO )-2 F (-^). 

对于已经学过下一节的凹凸性知识的读者来说，为了证明 L>0 只要证明函数 F 为严格凸即可.为此计算得 
到在: r > 0时的 

F ,, (i) = (lnx + 1) # = — > 0 

就解决了问题.在正文中的证明也是根据凸性知识写出的. 1 




然后对于两个方括号内的表达式分别用拉格朗日中值定理，并利用 F '( rc ) = ln 2： 十1,就 
得到《，7/，满足 


且有 




L = (ln^l). ^- - (In 0 + 1). ^L = (l n ^ln V )- -^ > 0. 


综合以上就知道 6) 在 a / 6时是关于 s > 0的严格单调递增函数. 

(3) 不妨设0 < a < &，则就有 > 

s Um^A s (a,6) = s Um o a[| + -i-(|-J]' = a , 

其中利用了 0< a < fe , 因此当 s — — oc 时 (U — 0. 

同样有 

丄 

a Um x A 9 ( a , b ) = 3 lunj [^ + ^( f ) a ] 3 = b , 

其中利用了 0< a < b , 因此当 s —+ oc 时(号了一 >0. □ 

注1本题引入的 A s ( a ， b ) 还可以推广为 n 个正数的 s 阶平均，以及加权的 s 阶平 
均，它们都具有类似的性质.见 [23] 的 §8.5.3 的练习题 8. 

注2从证明的方法来说，本题中最为困难的部分（2〉可用赫尔德不等式 ® 给出一 
个简短的证明.这里作一点介绍. 

设0 < 0 < 1, ， n ) 都是正数，则赫尔德不等式的一种形式是 

T 4 Tl /2 ^ 1 ^ 

Eafr ^( I >) (!>) 

t=l i=l i=l 

其中成立等号的条件与柯西不等式相同.（在 | 时赫尔德不等式就是柯西不等式 
现设0 〜且 a 一 6,我们来证明 A t ( a ,6) < A ,( a ,6). 

记《 = 0 s , 则0 < /? < 1. 然后用赫尔德不等式推导如下： 


a 1 ^ b l 
2 


=如〜 

=( 如 f ⑷⑷ 1 

< (午广 


然后就得到所要的 


MM ) = (¥f < [(-^1)7 = A 5 ( a ,6). 


①即 §2.8.3 的命题 2.8. 


§2.8 凹凸性.拐点（习題 1298 - 1317) 


内容简介 对于函数图像的凹凸性分析是在单调性分析之后的重要内容，本节包 
含了一些具体函数的凹凸性分析，也含有理论性的习题以及凹凸性在不等式证明中的 
应用. 

多年以来在我国的数学分析教材中，凹凸性的术语使用较为混乱，因此需要先讲一 
下这方面的概况，以及在本书中的用语. 

如下面的示意图所示，在分图 （ a ) 中作出了三个函数的图像，它们具有一个共同点， 
即连接曲线上任意两点所得到的弦都在以这两点为端点的曲线段的上方.今后称这类 
函数为凸函数.在英语中就是 convex function . 

另一方面，在分图 （ b ) 中作出的三个函数的图像恰恰相反，即连接曲线上任意两点 
所得到的弦都在以这两点为端点的曲线段的下方.今后称这类函数为凹函数.在英语屮 
就是 concave function . 



⑷ (b) 

凸函數与凹函教的示意图 


现在将上述直观说法写成严格的数学定义 如下： 

定义设函数 f ( x ) 在区间/上有定义，且对任意两点 X iy x 2 ei 和任意数 X e (0, 1) 
满足不等式 

/(^Cl + (1 - 咖 2) O) 入 /(:1) + (1 - 入 )/(:2 )， 

则称 f ( x ) 是区间7上的凸函数（凹函数).如果在上述不等式中始终成立严格的不等号 
<(>), 则称 /( x ) 是区间7上的严格凸函数（严格凹函数). 

在定义中的 X 从0递增到1时，点 X = hi + (1 - X ) x 2 就从抑递减到 X !. 

容易看出，若/为凸函数（凹函数)，则 - /就是凹函数（凸函数).从而在研究许多 
性质时经常只对凸函数来叙述和证明. 

在数学分析的各种教材和用书中对于凸函数和凹函数另有几种不同名称： 

( 1 ) 称凸函数为下凸函数，称凹函数为上凸 函数； 

(2) 称凸函数为上凹函数，称凹函数为下凹 函数； 

(3) 从汉语中的凹凸字的象形意义出发将示意图中分图 （ a ) 的函数称为凹函数:将 
分图 （ b ) 中的函数称为凸函数.这与国际上的凸函数和凹函数的含义恰好相反. 
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从目前的趋势来看，为了便于和国际接轨，将示意图分图 （a) 中的函数称为凸函数， 
将分图 （b) 中的函数称为凹函数，这样的做法在文献中日趋普遍.这也与全国科学技术 
名词审定委员会于1993年审定的数学名词标准一致.目前在以 [6, 26j 为代表的俄罗斯 
数学分析著作中关于凹凸性的名词与英语也是一致的. . 

关于凸函数和凹函数的详细内容可以看数学分析教科书，这里只指出以下几点： 

(1) 对于它们的研究可以在三个层次上进行，即不附加条件 、一 阶可微和二阶可微 
三种情况. 

(2) 示意图中画出的就是严格凸函数和严格凹函数，即所有弦与对应的曲线段只在 
端点处相遇，而在其他点处都不同， 

(3) 凸函数与凹函数可以有不可微点.例如 y = |斗 x € (- oo，+oo) 就是如此.这 
个函数在任何区间上都是凸函数，当然不是严格凸函数. 

(4) 如果函数2/ = f ( x ) 在点抑的两侧分别为严格凸函数和严格凹函数，则称点 
(吻， f ( x 0 )) 为 y = 的图像的拐点 • 

(5) 在二阶可微条件下，保证严格凸和严格凹的最方便的充分条件是 f "( x ) > 0和 
/"(x) < 0. (这将在 §2.8.2 的习题1312屮作出证明 .） 

2.8.1 凹凸性分析（习题 12 98 -m0, 1313) 

习瓸1298研究曲线2/ = 1 +於在点4(一1，0)， 5(1,2), (7(0,1) 处的凹凸性. 

解曲线在某点处为凸或凹指其在该点的一个邻域中 
凸或凹.在 /'(a:) 连续时只要看它在该点处的符号即可. 

^ y { x ) 为二阶可微，直接计算得到 

9 _立 
y u = — 9 x 3, 

即有〆 ，(- 1) = |>o, y " ⑴=-吾 <0,故在点 >1(— 1，0) 
处曲线为凸，而诠点 0(1,2) 处曲线先凹（见附图). 

然而在 a: = 0处 y ( x ) 的一阶（广义）导数为 +oc， 因此不存在二阶导数.由于在 
x >0 和 : r <0 时 2/Or) 分别为凹函数和凸函数，因此在点 C(0,1) 的两侧，曲线的凹凸性 
相反，从而知道点 C 为拐点（见附图 ).□ 

注在这里将判定拐点的条件与判定极值点的条件作一个比较是有益的 

(1) /于点仰可微，且达到极值，则 f f ( x 0 ) = 0 (即著名的费马定理 )• 

(1 )，/于点 z 0 处二阶可微，其图像以点 (xo, f(x 0 )) 为拐点，则 r(x 0 ) = 0. 

(这可以证明 如下： 这时 f \ x ) 在点: r 0 的一个邻域内存在，由于在点:两侧/的图 
像分别为严格凹和凸，因此尸在点;的两侧邻近分别为严格单调函数，且具有相反 
的单调性.这表明 or 0 是 f f ( x ) 的极值点，从而用费马定理就知道 f n ( x 0 ) - 0.) 

® 在多数教科书中=般总 i 先讲&值再讲拐点,而《习题集》中要到 §2. ii 才有极值问题的习题.以下比 
较时认为读者己经具有极值方面的基本知识，否则 SJ 在以后再阅读这里的比较. 
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(2) /于点: c 0 处有 f(x 0 ) = 0,这不能保证/在该点处达到极值. 

( 2 ) / / 于点 x 0 处有 = 0, 这不能保证/的图像以点（: r 0 , f{x 0 )) 为拐点. 
(只要举一个 例子. 例如 2 / = z 4 , 从 y 〃 = 12 rr 2 可知 y ( x ) 为凸函数.这时有 

y " ⑼= 0,但 (0,0) 不是图像的拐点 .） 

(3) 函数/的不可微点: to 有可能是极值点. 

(SY 函数/的不二阶可微的点邱对应的点 (xoj(xo)) 有可能是 拐点. 

(习题1298的点 C (0,1) 就是如此 •） 


习题1304求函数2/ = e - j 的图像的凹凸区间和拐点. 


解这是在概率论和统计学中的 ffi 要函 
数.将 Wo :) 对 x 逐次求导得到 

y’ = -2xe~ x2 y 

y n = (—2 + 4a; 2 )e 一 A 

求出 2/〃 = 0 的两个根， 并 1 利用 y " 的符号即可 
知有两个拐点 （士 + 有关 M 凸性的信 

息列表如下： 


X 

(- 。 C，-f ) 

V2 

2 

(- 夺令 

^2 

，+均 

y n {x) 

y( x ) 

+ 

严格凸 

0 

拐点 

严格凹 

~ 5 ~ 

拐点 

+ 

严格凸 


习题1308证明，函数 

w - x + 1 
卜 x 2 + 1 

在同一条直线上有三个拐点，并作这个函数的图像. 




解将对 x 逐次求导得到 


"’⑻= 
y n (x ) = 


-X 2 - 2 x + 1 
( x 2 + l ) 2 ， 

2( x 3 + 3 x 2 -3 x -1) 


然后从 x 3 + 3 rr 2 - 3 x - 1 = 0 即可 


解出三个根为 -2 土 v ^， l . 


队 y"(x) 的符号变化可知它们对应于三个 拐点： 

(一2 — W ， ^=^)， (-2 + W ，(1,1)- 

将确定拐点的三次代数方程 x 3 -f 3 x 2 - 3 x - 1 = 0改写如下 ： 

x 3 + 3x 2 — 3 x — 1 = ( x 2 4- l)(x + 3) — 4 (x +1) = 0, 
再除以 P + l ， 就得到 
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x + 3 — 4 • 


X 2 


= x 十3 — = 0, 


可知三个拐点都在直线: C +3-42； = 0上（见附图) .口 
注此题可以 推广： 如果函数 

ix 2 -f 2 bx + c 


y = 


(a 一 0) 


ax 2 + 2 px -f 7 

三个拐点①，则它们必在一条直线上（见 [23 j 第八章第二组参考题 7). 


习题1310研究摆线 


的凹凸性. 


x = a(t — sin ^), y = a(l — cos t ) (a > 0) 


解由于摆线的各个拱都可以从 0 < i < 2 ti 时的一拱在 rr 方向平移 2tc 的整数倍 
得到，因此只要讨论这一个拱的凹凸性（参见 §2.3 的习题1079的附图). 

按照参数方程求导法则得到 



可见在 i G (0, 2 n ) 时二阶导数处处小于0,因此摆线的每一拱是严格凹的曲线 .口 


2.8.2 与凹凸性有关的一些证明题（习题 1311-1312, 1314-1317) 

这类习题的一个共同特点是它们的条件和结论往往具有强烈的几何意义，从而提 
示了有用的思路. 


习题1^1设函数 /Or) 在区间 [a,+oc) 

上二次可微，并且 

(1) /(a) = Z > 0; 

(2) /' ⑷ <0; 

(3) f"(x) 彡 0,其中: r > a. 

证明，方程 f(x) = 0在区间 (a,4-oc) 内有一个 
且只有一个实根. 

解如附图所示， y = f(x) 的图像是凹的，它处于该图像在点沁， /(a)) 的切线的下 
方，从而与: r 轴有唯一的交点.以下的证明的每一步都可以在几何上得到解释. 

从条件 f 〃( x ) < 0于 x > a 上处处成立可知一阶导函数 f \ x ) 单调递减，因此 
f r ( x )( />)<()• 这保证了 /在 [ a ，+ oc ) 上严格单调递减. 

:姆母有实根则^^点:此外，如 y = %只有两个拐点. 
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设 x > a ， 在区间 [ n ] 上对于/用拉格朗日中值定理，就有 S € ( a ， rr )， 使得成立 

/(») - /⑷=/’(0(工 一 a ) < /’⑷ Or - a ), 

由于 f \ a ) < 0,因此当: r 充分大时，就有 f ( x ) < 0. 

由于 /( a ) > 0,因此用零点存在定理就知道 /( rr ) 有零点. 

若 /( x ) 有一个以上的零点，则从罗尔定理就会得到尸⑻的零点，这与 : r > a 时始 
终有 //(: r )<0 相矛盾 •口 


习题1312如果函数 /( a :) 对区间 （ a ，6) 内的任意两个点:^和 rc 2 , 以及任意数入 t 
和入 2 % > 0,人 2 > 0, X l + X 2 = 1) 有不等式 

/(A.1X1 + X 2 x 2 ) < X.i/(xi)H-X 2 /(x 2 ) 

(或者有相反的不等式 /( X , X ! + 7,2X2) > + X 2 f ( x 2 ))， 那么称函数/( X )在这个 

区间内是严格凸的（严格凹的). 

证明 ••（1) 如果函数 f ( x ) 在 a < a : < 6上 r ( x ) > 0,那么它在区间 ( a , 6) 内是严格 
凸的； （2) 如果函数 f ( x ) 在 a < x < 6上 f f , ( x ) < 0,那么它在区间 （ a , 6) 内是严格凹的. 

解 （1) 不妨设 a < X 2 < Xi < b , 则有: T 2 < + X2X2 < X \. 如下分拆并用拉格 

朗日中值定理即可得到 

入 i /( xi ) + ^ 2 /( x2 ) — /(Xixi + X2X2 ) 

=入 1[/(工 1) - /( 入1:1 + 入2怎2 )1 - 入21/(入1怎1+ ^2尤2) - /( 工 2 )j 

=入 1[:1 —(入 1:1 + ^2:2)1,(《1) — 人2 [入 1工1 + 入2工2 — :2 j /’($2) 

=入 1 入 2 (工 1 一 工 2 )[/' (6) — ,(《 2 )] > 0, 

其中 

X 2 < $2 < 入1 工1 + 入2工2 < $1 < ^1- 

由于 /" ⑻ > 0因此 f ( x ) 在 ( a , b ) 上严格单调递增，从而/， ⑸〉 ，⑹. 

对于⑺的证明可类似进行，或者对 - / Or ) 用 （1) .口 

习题1315证明，在开区间 ( a ， b ) 上的凸函数处处连续，并且有单侧左导数和单侧 
右导数. 


注从本题下面的证明中可见，《习题集》中对此题的凸函数所加的有界性条件 
是不必要的.此外，在含有端点的区间（即有界闭区间和半开半闭区间）上的凸函数可以 
在端点处不连续，例如在丨0,11上的下列函数 

f ( x ) = { 1, 1 = 0,1, 

[0. 0 < x < 1, 

是凸函数，但在端点 x = 0,1处均不连续.因此我们修改了原题. 

从下面的证明还可以看出，对于含有端点的区间，例如 [ a , 6], 在端点处的和 
fL ( b ) 都有意义，但可以是无穷大.例如几何上为单位半圆弧的下列凸函数 




就有片 (— l ) = _ oo , 八⑴ =+ oo . 

解任意取点 X 0 e ( a ，&), 我们来证明在该点的右侧导数存在. 
接研究右差商 

AL = IMM (a<X0<x<b) . 

以下的证明完全是按照附图中的几何提示来进行的. 


为此从定义出发直 



O ' 


习题1315的附图 


如附图所不， 在点 Xo 右侧任取 Xi,X2y 使得 ： To < 
XI < X 2 , 我们将要证明在/为凸函数的条件下，成立 
/(xQ-fixp) < /( X2 ) — /( go ) (2 10) 

X\ - X0 、 X 2 ' Xo ’ V . ’ 

于是当 a : 从 zo 右侧单调递减趋于:时，对应的差商 
单调递减，因此极限 

有意义. 


为了在吻< a < a 上利用凸性条件，先将中间的点&写为 

X\ = X\ Xq -f 入 2 工2， 


其中 


入1 = 


X 2 - Xo 

满足入1 >0， A #2>0 和入1+^ = 1. 

于是凸性条件为 


入2 = 


尤2 一 怎0 


/( 工 1) < 


X 2 - Xi 
怎2 一 怎0 




/㈣ • 


以下只要将右边的第一项的分子 X 2 - A 分拆为 X 2 - X 0-( X 1 - X 0 ), 就有 

/( ii ) ,£ 2 .-^- Jx ： , x 0 ). /(xo) + | ^. /(x2) 


/㈣ 


你 K • /㈤ + ^ . /(, 2 ) 

= fM + • [/(巧） 一 /(^ o )], 

然后将右边的第一项移到左边，两边同除以以-邱，这样就得到所要求证的 (2.10). 

为了证明右侧导数片 (吻） 不仅有意义，而且是有限数，如附图所示，在点吻的左 
侧取点 

下面证明当 x > xo 时的右侧差商一定大于等于点 x ，， x 0 对应的差商.不妨取 
x = X ! > a ； o , 则就是要证明不等式 

/(xO-/(a；oI ^ f{x f ) - /(xo) ( 2 .n) 

XI — Xo X — Xo 

与前面证明 (2.10) 的方法相同，对于点^ < XO < X !将中间的点: c 0 写成为 

m 一 x l - x 0 t Xq- X ， 〜 


^1 - ^0 


^0 = 


Xl — Xo 


然后对 ^ < 0：0 < X ! 用凸性条件得到 


Xl ‘ 
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•作 ') 十玲. /(X1) . 

两边乘以:^ 然后将左边写为 

(a：x - x r )f(xo) = (xi - x 0 )f{x 0 ) + (^o - 尤')/(工0)， 

再加整理后就得出不等式 (2.11). 

如前所说，不等式 （2.10) 和 （2.11) 保证了点 x 0 处存在有限的右侧 导数. 用相同的 
方法可以证明点仰处也存在有限的左侧导数. 

与可导保证连续一样，从两个单侧导数的存在性即可推知 f(x) 在点 x 0 两侧都连 
续，因此 /(rr ) 于点抑连续 .口 

注在 〆< :r 0 < m 时成立的不等式 (2.11) 中令〆 — 吻 一 0,又令 a — 抑+ 0, 
则就得到在每个内点仰处一定成立不等式 

/» 彡 /»• 

特别，其中成立等号是/在点抑可微的充要条件. 

习题1316设函数 f(x) 在区间 (a,6) 内二阶可 
微，且在 a << <6时 /" ⑹/ 0,证明在区间 （a，6) 内 
可以找到两个点^和^，使得 

X2 - Xi — ’ 办 

解 作辅助函数 

F(x) = f(x)-nOx, 

则 F \0 = 0. 于是对 F 只要找出函数值相等的两个 
点就足够了. 

由于 F ,f (0 = r ⑹# 0,不妨设 ，⑹ > 0,则从 F \0 = 0和 

F"{0 = lim F，{X) X : 【’⑻ >0 

可见存在 (5 > 0,使得在 a; e +幻时 F ^ X ) > 0,而在X e K - (5,0时 F r { x ) < 0. 

这表明 F 在点《左侧邻近为严格单调递减，而在点《右侧邻近为严格单调递增，于 
是点？是 F 的严格极小值点. 

这样就保证 雕- 6,0) 和+ 5)) 有非空交，从而存在 x, < 4 < 0：2,使得 
F(xi) = F(x 2 ). 写出 

F(x0 = /⑹ -no Xi = F(x 2 ) = f(x 2 ) - 尸 (0x 2 , 

并再加整理就得到 

/(£ 2 .) = m . □ 

X 2 -Xi VS/ 

注本题与 §2.6.2 的习题1250—样，都是从几何上讨论拉格朗日中值定理之逆是 
否成立.如附图所示，在/〃⑹/ 0的每个点€处（即只要不是拐点)，都能找到 X!,X 2 , 
使得连接点 （A ，/(々)）和 ( x 2 J ( x 2 )) 的直线段与经过点 （6/(0) 的切线平行.反之，如 
附图中的点疒处的 f f/ (a = 0,这样的点 x 1? x 2 不一定存在. 










298 


第二章一元微分学 


习题1317证明，如果函数 /( x ) 在无穷区间 
(x 0 ,+oo ) 上二 阶可微 ，且 

lim f ( x ) = 0, lim f ( x ) = 0, 

X-fXo+0 x—^ + oc 

那么在区间（: c 0 ,+ oc ) 内至少有一个点 f 使得 

no = o. 



解若/恒等于0,则€可任取.否则用反证法.设/〃在（抑, +00) 内无零点，则从 
达布定理（见 §2.6.5 的命题 2.1) 可知 /" 严格保号.不妨只讨论成立/〃㈤ > 0的情况 • 
这时/是凸函数，其导函数 f ( x ) 严格单调递增. 

利用 §2.6.1 的习题1237,即罗尔定理的一个推广，存在 c € (x 0 ,+oo) 使得 /'(c) = 0. 
又由于尸严格单调递增，因此存在 d > c， 使得 f ( d ) > 0. 

对于 a: > d， 在 [d，xj 上对/用拉格朗日中值定理，存在0 E (0, 1)，使得 
f ( x )^ f { d ) = J , { d ^9{ x - d))(x 一 d) > r(d)(x-d), 

令: r — +oo 就与 /(+oo) = 0矛盾 .口 

注若将本题的条件改为 /(xo +0) = /(+ OC ), 或/在点: TO 连续，且 f ( xo ) = 
/(+oo), 结论仍然成立.由此可见，本题可解 释为： 若二阶光滑的曲线与水平渐近线相 
交，则有拐点①.这对于一般的斜渐近线也成立.实际上，设有二阶可微函数/(4满足 

lim [ f ( x ) — (kx -f b )] = 0, 

且对某个点 rro 有 /( zq ) = Aa: 0 + 6,则 /7( a：) = /(x) 一 kx - b 就满足本题的条件，而丑 
g f , ( x ) = 这些事实在几何作图中是很有用的（参见附图以及在附录一和附录二中 

的许多此类图像). 

2.8,3 补注 


在这个小节中对于与凸函数有关的基本问题作一些补充. 


1. 关于凸函数的支撑线 

定义设 /( x ) 在区间 （ a ，6) 上有定义，点 a : 0 e ( a ，6 )，fc 
为某个常数.如果对所有 x € ( a ? 6) 成立不等式 

f ⑻ > «)/(^o) + k( x - ^o), 

则称直线 y = /( X 。) +咖 一 ： o ) 是 /( 工)在点 ( x 0 , /( xo )) 的 
下方（上方）支撑线. 

(从示意图可见，在某些点处的支撑线只有一条，而在另 
一些点处的支撑线则可有无穷多条 .） 

下面将要证明处处存在支撑线是对凸函数和凹函数的一种充分必要的刻画方法. 
为简明起见只对凸函数叙述和证明有关结论，同时经常将下方支撑线简称为支撑线. 

①只能说经常如此，但不一定有.这是因为当/〃(0 = 0时，在点€的两侧，函数 / Or ) 还可能出现非严格 
的凹凸性. 
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命题 2.3 在区间 （ci，6) 上的函数 /(a：) 是凸函数的充分必要条件是函数 /Or) 在其 
图像的每个点 (x 0 J(xo)) (xo e (a,b)) 处都存在下方支撑线. 


证以下分两步来证明. 

充分性用反证法.设区间 (a,6) 上的函数/(岣在每个点 (x 0 J(xo)) (x 0 E (a,b)) 
处存在支撑线，但/不是 (a,6) 上的凸函数 • 

根据凸函数的定义，这时存在 xx , x 2 € (a, b) (xi < x 2 ),A.G(0,1), 使得成立 


fi^xi + (1 - X)x 2 ) > Xf( Xl ) + (1 - X)f(x 2 ). (2.12) 

记邱 =+ (1 - >-) x 2j 根据假设条件存在常数 A , 使得对一切 x e ( a , 6) 满足支撑线 
定义中的不等式条件 

f(x) ^ /( xo )+ A :( x - xo ). 

用 z == A 和 a : = x 2 分别代入上式，并分别乘以 X 和1 -人后相加，就得到 
Kf ( Xi ) + (1 _ 人 )/( X 2) 彡 Mf ( xo ) + k { x x - Xo )) + (1 — 入 )(/(工0) + k ( x 2 - Xo )) 

= /(Xo) + k(Kxi + (1 - X)x 2 - X Q ) = /(.To), 


即与不等式 （2.12) 相矛盾. 

必要性设/是 （ a,6) 上的凸函数，则对： c 0 e (ci，fe) 从 §2.8.2 的习题1315的证明 
过程知道，当 a: > xo 时有 

也就是 


而当: c < rr 0 时有 


也就是 


f ⑻〉 /M + fiM(x-xo) (x>x 0 ). 


/⑼ - f(x 0 ) 

X — Xq 


彡/:(工 0). 


f{x) > f(xo) -f- fL(x 0 )(x-x 0 ) (x<x 0 ). 

根据习题 1315 的注有 /：(xo) ^ /；(x 0 ), 于是只要取常数 fc 满足 

尸一(工 0) /+( x 0 ), 


则就在所有点 x e (a, 6) 上成立 

/⑷彡 /( 工 0) + fc ( n 0 )， 

因此已经证明了支搾线的存在性 .口 


注1容易看出，如果 y = /(x 0 ) + k{x - x 0 ) 是凸函数 / 在点 rr 0 € (a, b) 的支撑线， 

则从 

/(x) — /(xo) > k(x - xo) (x G (a, b)) 

出发，分别对 : c > z 0 和 : c < a : 0 两种情况除以 a ; - x 0 , 然后令 a :— 邱， 就可以得到 
fLM /；( z 0 ). 这证明了凸函数的支撑线只能是满足这个条件的 fc 确定的直线 

V = /(x 0 ) -f k(x - x 0 ). 
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注2若 f ( x ) 在区间 （ a , fe ) 上严格凸 ， xo € ( a , i >)， 2 / = /( x 。) + fc ( a ; - x 0 ) 是 f ( x ) 经 
过点（吻， f ( x 0 )) 的支撑线，则当 e (义 6) 且 or #邱时，成立严格的不等式 

/( rr ) > f { x 0 ) + k{x - x 0 ). 

为得到这个结论可以用反证法.设在不等式 

f { x ) > f { x 0 ) + k{x - x 0 ) 

中，对于某个点 A ¥抑，上述不等式成立等号，则在区间 [^0,0：!] 上函数 y = /( aO 和直 
线 2 / = /( rc 0 ) + k(x - x 0 ) 都经过点 ( x 0 ,/( x 0 )) 和点 ( xi ,/( xi )). 

于是一方面从支撑线定义有 fix ) ^ f ( xo )-\- k ( x - x 0 ) } 另一方面从凸函数定义又有 
f ( x ) ^ fixo ^ kix - xo )^ 因此在区间[:^，甽上/只能恒等于线性函数 /(: r 0 )+ A :( a ;—: r 0 ). 
这与/严格凸条件相矛盾. 

2. 可微凸函数的刻画 

先对于一•阶可微函数给出两个等价条件.实际上在本节的证明题中的思路都是这 
些条件所提供的.（关于可微严格凸函数的相应结论请读者考虑并给出证明 .） 


命题 2.4 设 f ( x ) 在区间 (a,6) 上可微. f { x ) 为凸函数与以下两个条件 等价： 

(1) f ( x ) 的图像总是在经过每一点 ( x 0 ,/( rr 0 )) ( x 0 G (a,6)) 的切线 y - f ( x 0 )= 
f , ( x 0 )( x - xo ) 的上方； 

(2) 导函数 尸(0；) 单调递增. 


证由命题 2.3 再加上/可微就推出等价条件 （1). 

从条件 （2) 推出 f { x ) 为凸函数的证明与前面 §2.8.2 的习题 1312(1) 的证明类似，这 
里不再重复.为了从/(4凸推出条件 (2), 则可回顾习题1315关于两个单侧导数存在性 


的证明.实际上，若 a <々< z 2 < 6,则从该题的证明加上可微条件就可以推出不等式 


从而尸 ⑻在 （ a ，6) 上单调递增 .口 


X2 一 Xi 


^ f(x 2 ), 


关于二阶可微函数则有以下结论. 


命题 2.5 (a,6) 上的二阶可微函数 f(x) 为凸函数的充分必要条件是二阶导函数 
/ 〃 0^ 在（《 ,6) 上非负. 

证利用二阶可微的条件下 f ff ( x ) > 0 (a < a : < 6) 与 f \ x ) 单调递增等价，就可以 
从命题 2.4(2) 得到所要的结论 .口 

注习题 1312(1) 给出了二阶可微函数 /(x) 在 (a,6) 上为严格凸的充分条件.可以 
证明，条件 /〃&) > 0 且在数集 

S={xe(a r b)\r(x) = 0} 

中不含任何子区间就是 /(:r) 在 (a, 6) 上严格凸的充分必要条件. 





3. 延森不等式 


凸函数也是证明不等式的常用工具，其中延森不等式起重要作用. 

命题 2.6 (延森不等式）设 /( a :) 是在区间 （ a ,6) 上的凸函数，则对 (a,b ) 中的点 
A ， M ， …，〜和正数 M ,入2,…，^，且满足 M +…+ ^ = 1，成立不等式 

/( 入 1 工1 + …+ ^ n ^ n ) ^ 人 l /( 工 1) + • • • + ^ n / (工 n 〉. （2.13) 

若/严格凸，则上述不等式当且仅当 X ! = X 2 = • • • = X n 时成立等式① • 

证1记王=心以+ • • • + Kx n , 即 A ，• • • ， X n 的加权平均值，根据支撑线命题 2.3, 
存在常数 fc , 对于所有 : r e ( ci , 6)，成立 

/( x ) ^ f(x) -h k(x - x ). 

在其中取 x = xui = i r .. ? n , 然后分别乘以 &并从 i = 1 加到 n ， 就有 

人 l/( 怎 1) +…+ A«7i/ ( 工 n) 彡（入 1 +…+ 入 n)(/ ⑻一允无 ）+ k(\lXl +…+ 入 n 工 n) 

= f(x) - kx + kx = f(x), 

这就是所求证的不等式 (2.13). 

若/严格凸且上述不等式成立等号，则只能是对每个 i = I ，... ， n 成立等式 

f(xi) = f{x) + k{xi - x). 

从命题 2.3 的注2知道只能是而=无 （ i = l ，"-， n ) •口 

证2 (数学归纳法证明）对 n = 2,只要令 X =心，就有1 -人=入 2 .于是延森不等 
式就是凸函数定义中的不等式条件. 

现设 n = A 时延森不等式已经成立，则当 n = A : + 1时， 

+ …+ 入 fc+iXfc+1) = + …+ A-fc-iXAi-l + (kk + 入 fc+lX) 

(其中设 4 = + 

彡人 l /( 工 1) + …+ 入 / c - l / (工 fc - l ) + ( 入 fc + 

(再利町 w ， ㈤ + -私 1 )) 

彡入 l /( Xi ) + …+ 入 ； c + l /( Xfc + l ). 

在 / 严格凸时延森不等式成立等号的条件也可从上述证明得到，从略. □ 

①延森不等式的一种等价形式是:代替总和为1的 n 个正数 K (i = 1， …， n ), 而用 n 个任意正数 

Pi 卜=1， •. • ， n )， 这时不等式 (2.13) 采取以下 形式： 

H - H Vn^n 、 < P\f( x l) + - \-Pnf{x n ) 

J V Pi H - \~Pn ) 、 Pi H - f-Pn . 

它的含 义是： 自变 M 的加权平均的函数值不超过函数值的加权平均. 



4. 延森不等式的几个应用 


由延森不等式可以推出许多不等式.下面举几个重要例子，并均列为命题. 

命题 2.7 (广义算术平均值-几何平均值不等式）设而 > 0,心 > 0, i = 1, …， n , 
且入 i +…+ k = 1，则成立不等式 

人 iXi + • • • + KiXny 

其中等号成立的充分必要条件是^ = -.- = o : n . 

证 若在〜 中有等于0的数，则不等式左边等于0,因此已经成立.同时可以看出， 
这时的不等式成立等号只可能发生于而全等于0的情况 • 

现假设每个> 0.取 fix ) = - lnx , 则有 r ( x ) = + > 0,因此/是（0, + QO ) 上 

的严格凸函数.用延森不等式，就有 

一 ln(A，iXi 十 • • • + KiX n ) ^ 入 1 ( 一 lnxi) + • • • + 入 n (— In x n ), 

这就是 

\n(X\Xi + …+ XnXn) ^ … 々) ， 

这等价于广义平均值不等式.其中成立等号的条件也可从延森+等式得到 •口 
注令心=...=^ = +，就得到命题1.1的平均值不等式： 

其中成立等号的条件是 X !=.-. = X n . 

广义平均值不等式有许多应用.下面用它来导出分析中的重要不等式——赫尔德 
不等式.在该不等式中令 P = g = 2 就得到柯西不等式（见 §2.7.2 的习题 1293). 

命題 2.8 (赫尔徳不等式）设:^，…， x n 和为两组非负数，参数 PW > 

1且满足等式丄+丄=1，则成立不等式 

V Q 

X iVi ^ {±4( t 4^ _ 

其中成立等号的充分必要条7牛是… 1 ，邶与，说对应成比例，即存在不全为0 
的常数 fc 和/，使得等式 Arrrf + W = 0对每个 K {1，2,…， n } 成立 • 

证1为简明起见只对于正数情况写出 证明. 

假设对于 i = 1， • • •， n 都成立 : Ci > 0 ,?/t > 0. 

这时先写出如下形式的广义平均值不等式（即命题 2.7 之 n ：= 2): 

+ f ， 

其中> 0, p ， g 满足命题中的条件.此外，不等式成立等号的充分必要条件是 x = y . 
令 u = ， v = y ] ，就得到杨氏不等式 
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(2.15) 

P Q 

其中％ U > 0. 此外，不等式成立等号的充分必要条件是 w = w . 

对于 i = 1, ••- ，打用 

Xi Vi 

Ui — - j -， Vi = - j- 

(e< (i>.f 

t=l *=1 

代入 （2.15)， 并将这样得到的 n 个不等式相加，就得到 

n 

< i ， 

i=l 

n 丄 n 丄 

然后两边乘以就得到 （2.14). 同时又可以看出该不等式成立等号 
的充分必要条件； Sit 每个 i = ] 1，…， n , 成立 < = <，因此 比值吋 •• y 】 与 i 无关 •口 


证 2( 用延森不等式）用分析法写出主要过程. 

将要求证的不等式 (2.14) 两边升高 p 次，并利用 | = P - 1，得到 


先将它改写为 


t=l t=l t=l i=l 


再将它改写为 


(知. 

vl 


y q i 


叫= 0^广 'i = 1，…， n ， 并引入辅助函数 / Oi ) = M . 


Vi 


就可以考虑令\ = q 

由于 /"( U ) = p ( p ~ lK ~ l 2 >0, f ( u ) 是凸函数，因此用延森不等式即可 • □ 

注若0 < p < 1,而 g 仍满足含+ f = 1，则赫尔德不等式反向成立 • 
下面是分析中的另 一个重要的# 等式 g 


命题 2.9 ( 闵可夫斯基不等式）设 A ，…，:^和扪，…，为两组非负数，参数 
P >1， 则成立不等式 

(E(x i + y ,) p f <(E<+(E<> ( 2 - 16 ) 

其中成立等号的充分条件是 A ，…，:^与扒，…， y n l 对应成比例，即存在不全为0 
的常数 fc 和 i ， 使得等式 h + lyi = 0 对每个 i e {1，2,…， n } 成立 • 


证1 (用赫尔德不等式）将 (2.16) 左边括号内的和式拆开为 
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•擊 腎， ■ ， 

十 2/i) p = 工 i + yi) p ~ l Xi^ + Vi) p ~ l 


Vi 


然后对两个和式分别用赫尔德不等式，就有 


Y^{xi + yi) p ~ l Xi < (公(灼 +讲户- 1 ) 9 ) 9 (史 xf) P 

i=l i=l ^ i=l ^ 

史 (Xi +W 〜 < ( 史(工 i 十 ?/i) (p - 1)q ) g {^ZviJ 


其中的 g 满足 + + 含 = 1，因此 (p - i)g = p . 


将以上两个不等式相加，得到 


丄 


丄 


+ 队)、 (^ 2 ( x i -^ yi) p ) q [(ZX) P + (Z^『) P . 


最后将右边的第一个因子除到左边并利用1 -1 = 1即可. 

q v 

闵可夫斯基不等式成立等号的条件可从上述推导和赫尔德不等式推出，从略 .口 

证2 (用延森不等式）只对于而，队 > 0 (i = 1， . • • ， n ) 用分析法写出主要过程. 

将 (2.16) 除以左边的表达式，再将右边第一项移到左边，并升高幂次 p ， 就得到 

「1 一 （ ^fc=l X k Y ] P < Hfc=l vl 

L j 、 Er=i + Vi) p • 

然后将左边表达式中的大圆括号内的表达式改写 如下： 

ELi x k 二 f (a + yk) p _ x p k 

Er = i (^+ y») p el (%+2 A) p (叫 +’ 

令^ Uk = ^ h …，〜 耻站賊是 IX , W 

引入辅助函数 〆 u) = (1 - u 含 ) p ， o < w < 1 •从 

g(u) = -(1 - u~p 广 1 W 1 ， 

g "= (1 一 -^-)(1 - u~p ) p_2 u'p ~ 2 > 0, 

可见 Wtz ) 是凸函数，因此可用延森不等式得到 

n n 

9{^2^ u ^ ^ 咖 fc ). 

/ c = 

而右边的表达式可以计算出为 

( X/c + Wc) P f 

fc tt ^ i (^ + 2/0 p v 
这样就完成了证明 .口 


1 - - ― Y = y" — y i 

x k + y k ) 会 Er = i (^+2/ i ) p, 


注 P -1 时闵可夫斯基不等式是平凡的 . p = 2 时闵可夫斯基不等式就是 n 维欧 
几里得空间中的三角形不等式.当0 <p < 1时闵可夫斯基不等式反向成立. 




§2.9 不定式极限（习題 1318-1375) 


305 


§2.9 不定式极限（习题 1318-1375 ) 


内容简介学习用微分学工具求函数极限的洛必达法则. 

先对《习题集》中的洛必达法则作一点补充.与 §1.2 的施托尔茨定理（见 §1.2.7 的 
习题 143) 相同，在对^用洛必达法则时，并不需要将分子为 oc 作为条件，这对于扩 
大洛必达法则的应用范围是有好处的.为区别起见，将此种情况的不定式记为^.其 
证明见本节最后的 §2.9.4 的命题 2.10. 

为读者方便起见，改写《习题集》中的第二个洛必达法则如下 • 


型不定式极限的洛必达法则如果 


(1) 函数 g ( x ) 在 a : — a 时趋于 + oo 或 — oc ， 

(2) 函数 f ( x \ g ( x ) 在点 a 的某个去心邻域内 可微； 且存在极限 

尸⑷ 


lim 


9\^) 


=A : 


其中 A 或为有限数，或为士 oo , 那么 


lim 44 = A 
i—a g ( x ) 

注极限 x — a 可以推广为 a ; — a + 0,2： — d - 0, x -> oc 等.此外，从极限 
lim ^[4- 的存在就已经隐含了函数 .9 的导数 y r ( x ) 至少在点 a 的某个去心邻域内不等 
TO , 0 ft 《习题集》中的条件 — O 是必然满足的 • 


为了说明上述洛必达法则的应用，我们举一个典型 例子. 

例题设一阶常微分方程 

誉 ■ = ay + g ( x ) 

中的常数 a < 0,函数贞 rr ) 在: c > 0上有定义，且存在极限 g (- hoo ) = A . 若函数 
f { x ) {x ^ 0) 是该方程在 x^O 时的解 t 求 y (+ oo ). 


解由于 y = f ( x ) 是方程在 [0, + oo ) 上的解，因此成立恒等式 


/’(:）= a /( x ) 4- g ( x ). 

将此等式两边乘以 e — (即凑微分法)，就得到 

e ~ ax f \ x ) - ae —/( x ) = ( e — 似 /( x ))' = e ~ ax g { x ). 

利用 a < 0,就有 e — - > 4 -oc (x + oo )， 于是就可用洛必达法则计算如下 


^ 00 ^ = 




(^ ax f(x)y 

{e^ ax Y 



特别当匁= 0时就有 /(+ oo ) = 0 .口 


注如上述解题过程所示，由于对分子的 e - a : c /(： r ) 的性态不清楚，因此在这个例 
题中不可能脈于 | 的洛必达法则 • 
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2.9.1 不定式计算 I (习题 1318-1338, 1358-1360, 1367, 1368( b )) 

这一部分的习题都是 | 和^型的不定式.下面所用的方法不局限于洛必达法则. 


习题 1320求 lim 


tan a: — 


解1这是 : T — 0时的异不定式，可接连用两次洛必达法则求解 如下: 


lim 逆一 2 = lim 




=lim 


xtanrr 


= 2 . □ 


解 2 也可用一次洛必达法则之后对所得的表达式直接处理求出 答案: 
lim ㈣ .— x - = lim ■ ^ ■ 二 1 - = lim — - 尸 2 g . 、 

x—^0 X — Sill X ar—0 1 一 COSX x->0 COS 2 x(l — COSX) 


= i^0 (1 


x ) = 2 . □ 


习题 1323 求 lirr^ 


x cot a: - 


解由于 Jirji n ：ra)ta:=l, 这是 x —0 时的舍型不定式. 

若直接用 S 必达法则计算 如下： 

lim - 1 - = lim 也 -zcsc 2 x 

X X—>0 JX 


x cot x — 


cot X — X CSC 4 
2x 


=Y lim (— esc 2 x — esc 2 x -\- 2x esc 2 x cotx) 


=lim 


再考虑到 S in 2 rr 〜: r 2 (o: — 0)， 则就发现仍然回到原地，毫无进展. 
一种改进方法是先改写原来的表达式并作等价童代换 如下： 


x cot X — 


x cosx — 


然后再用洛必达法则计算 如下: 





注这里要注意一开始是I的不定式，但用了洛必达法则之后己经不再是不定式， 
因此用代入法就足够了. 


习题 1326求 lim 


x—u am jj 

这是 ：E — 0 时的 & 型不定式.先用变量代换，令 f = 
lim \rrS^^ = lim 

x-^o x l sin x z i sint t—^o t ‘ 

此题用洛必达法则未必方便. 

• r\ • 


，则有 


=! •口 


习题 W 27 求 lim 


arcsin 2x — 2 arcsin x 


解 1 这是: r — 0 时的 $ 型不定式.用洛必达法则可如下计算: 

2 _ 2 _ 

U arcsin 2x — 2 arcsin x __ j. \/l _ 4x 百 Vl — 

X —0 x 3 *—o 3x 2 


_ 2^ j. y/1 — x 2 — Vl — 4x 2 
3 x - pO x 2 \/l — x 2 \/l — 4x 2 

=f lim 

= fl^o = fl^o|^ = 1 - 口 

注在用了一次洛必达法则之后对表达式作整理：并用等价量代换法加以简化即 
可得到答案. 

解2下面用变量代换和等价童代换法来做 121. 

先分拆成两个极限： 

jj m arcsin 2a: — 2 arcsin x _ 此 arcsin 2x - 2x + jj m 2x - 2 arcsin rr 
x-^0 x 3 o X 3 X 3 > 

然后对第一个极限用代换 arcsin2x = t y 即有 2z = sini , 对第二个极限用代换 
arcsin x = s . 即有 x = sins, 于是得到 


lim =81im 

a :—0 t —0 

= 8 lim ^ ~ + 2 lim 


+ 2 lim 




注这里最后的两个极限计算相同，只要连续用两次洛必达法则，或者如下用一次 
洛必达法则后再利用 §1.5.5 中已知的极限（1.32)，即可 得到： 


lim 


= lim 


这是在极限计算中的一个常用结果.对于已知 sinx 的泰勒公式的读者这是非常简单的. 


习题 1329 求 lim 


(a > 0). 
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解1这是 x - 
就可能消除不定式如下: 


0时的 | 型不定式.由于分母是: r 3 , 可知接连用三次洛必达法则 


lim 


- a si, 


= lim 


In a • a x - In a • a sls 


3 x 2 


=In a • lim 

x —^0 

In 


In a • a x — In a 


sinx 


6 x 


=• lim[(Ina) J a x - (lna)' 


+ 31 na 


cosrr 


In a 
了 • 


□ 


解 2 洛必达法则来自于柯西中值定理.在不少求极限的问题中可以直接用拉格朗 


日中值定理来计算.例如本题可以将原来的分式分解 如下: 





然后对右边的第一个分式用拉格朗日中值定理和 （ a 1 )' = lna - a ", 知道存在之 e 
( sina :, x ), 使得 

= lna - a ^ 

x — sin x 

由于 ( S inx ， x )， 于是当 z —0 时这个分式的极限是 lua . 因第二个分式的极限已知 
为+，最后可知本题的答案是 口 


习题 1330求 lim ■；■ xX ~'^ , • 

x — 1 In x - x -f 1 

解这是 i — 1 时的 I 型不定式.用洛必达法则计算如下： 

lim 、上 - 乞 =lim ' ■ 二入 = lim , 十丄 ) ■ 一 ■ 1 

1—1 \nx - x + 1 x-i I _ _ i x-fi \ - x 

x 

=一 Um^^x + l) 2 + X 1 - 1 ] = -2. □ 

注在第一次用洛必达法则之后，将分母 f - 1改写为并利用 : r — 1,因 
此分母成为1 - a :， 这样就只要再用一次洛必达法则即可解决了. 

习题 1333求 lim . 

x -^0 

解 1 这是 : r — 0 时的 S 型的不定式.从分母为 z 4 可见，接连用4次洛必达法则， 
一定可消除不定式而得到答案.下面介绍稍为简便一点的方法. 

对分子用三角函数的和差化积公式，然后再用等价量代换法，这样就有 
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Um CQS - ( sinX i - C -°^ = lim 
x — ^0 X x -^0 


-2 sin 


sin a : + 


2 


炎 ） sin (㉟ 


x — X 


X 


=lim (sinx 4- x ) {x - sinx ) = ^ f x + sinx x-sinx 
~ x ™ 2 x 4 — x — cA 2 x a : 3 


= lim = lim 1 = 


□ 


x " x-^u 3 x 2 6 

解 2 用拉格朗日中值定理，则存在 ( S ino :， a :)， 使得有 

cos ( sino :) — cosx _ cos ( sinx ) — cosx sinx — x 

x 4 sinx — x x 4 

sin 卷 sin x - x 
一 - • 

当 a : —► 0 时，对第 一 个分式，从$ € ( sinx , x ) 可知 sin 《在 sin ( sina :) 和 sinx 之间•从 
sin ( sinx ) ~ sinx 〜 x (x — 0) 和夹逼定理，可知极限为1，而第二个分式的极限为-|， 

因此本题的答案为 |■.口 

解3《习题集》将泰勒公式及其在极限计算中的应用放在下一节，现在试用它来 
计算本题的极限.如§1.5-1.6中那样将 a : — 0时的 x 作为标准的一阶无穷小量，用 O n 
记 n 阶无穷小量，则可以用泰勒公式写出 


cos ( sinx ) = 1 — sin 2 x + 


24 


• 4 

sm x 


o 6 


=1 - +( x - +工 3 + A ) 2 + 去工 4 + C >6 

= 1 -i x2 + (i + ^) x4+ ° 6? 


就可以直接肴出本题的答案为 


COSX = 1 — ^ x 4 

f □ 


24 


X 4 + 0 6 , 


注带佩亚诺型余项的泰勒公式是求函数极限的重要方法之一.建议已经学过泰 
勒公式的读者可以试用它来解决本节的部分习题. 

习题 1335 求 Um axcsii ^ inha ;)- 觀响如气 其是双曲正弦函 

x-^o sinh x — sinx 

数的反函数： arcsinhrr = ln(x + \/l + x 2 ). 

解1若熟悉双曲正弦函数，则可如下作变量代换求解 [2 j . 分子的第一项就是 0：. 
令 f = arcsinh(sin x) y 则有 sinx = sinh ^ x = x { t ) = arcsin(sinh 亡)，且 x — 0 与 6—^0 
等价.利用双曲正弦的差角公式和 sinhx 〜 x (:r — 0)，就有（参见 §1.5.5 的习题 482) 


lim 


arcsinh(sinh x ) — arcsinh ( sinx ) 
sinh x — sinx 


=lim 


X ⑷一 


o sinh x ⑷一 sinhf 


H 


=lim 


工⑷一 


2 sinh cosh 


2 


cosh 


x ( t ) + t 
~~2 ~~ 


= 1 - □ 



解 2 本题是 a; 


+ 00 时的 ^ 型的不定式 . 分子的第一项是 arcsinh(sinh = x. 


用洛必达法则，并利用 pn(:r 十 v/ITF)]' = 


即可得到 


COSX 




inh(sinhrr) - arcsinh(sin x) _ \/l + sin 2 x 

sinh x — sin rr i-^o coshx — cos x 


smx cos re 


一 r + sin x — cosx = 」 

— : c—o cosh x — COSX x-^0 

i：„ sinx i：_ ( cosx 

=lim 鲁 l -: ~ :- - lim I ― 厂 ■: 

x”o sinn x -f smx x—o \ + s j n ^ x 


+sinx 

l + sin 2 x_ 

sinh x + sin x 


= 2 • lim ——— =1. □ 
re—o cosux 4-cosx 

注在三次用洛必达法则的同时，还利用了等价童代换法简化计算 . 

解 3 用拉格朗日中值定理和 （ arcsinha:)/ = , 丄一。 ，存在 《€ (sin:r ， sinh:r ) ① 

Vl + X 2 

使得成立 

arcsinh(sinhx) — arcsinh(sin x) 一 1 

sinh x — sin x +《2 

由于 f e (sin X, sinhx), 可见当 a: — 0 时，上式的极限等于 1. □ 

解 4 利用解 1 中所作的变贵代换，然后用拉格朗日中值定理，则存在 C € Or ⑷， t) 
使得成立 

arcsinh(sinb x) — arcsinh(sin x) • x(t) — t 

x—o sinh x — sin x — t^o sinh x(t) — sinh i 


sinh x — sinx 




sinh x — sin x 


=lim 


由于 6 € (o; ⑷，纟)，可见当 


i^d coshf 

0 时，上式的极限等于 1. □ 


习题 1336 求 lim (£>0). 

x—+oc X 


解这是 x — +00 时的型不定式，已见于 §1.6 的习题 651(e ). 用洛必达法则 
可计算 如下： °° 


lim 


^f= lim 

X X —► 十 O 


= lim 


士 = 0 - 


习题 1359 求 lim 


(1 + rr) 1 — e 


解从函数极限知道 （ l+x)7 — e (a ； —0) ， 因此这是 x —0 
直接用洛必达法则，其中对分子的第一项可用对数求导法，这样就有 


0) ，因此这是 a: — 0 时的 | 型不定式 . 


①为简明起见，在这里和今后的类似情况中，将 a < S <6 和 a >€>6 两种可能性统一记为< e ( a ，&)• 
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lim 


(l + ar)7 一 


T^T - 1^1 + X) 


= p • lim 


注定义函数 


= e • lim 


(1 + a :) 2 


2 x 


i™ 2x(1+ x): 


一 T 


□ 


m = 


(1 + x ) 


， x > — l y x ^ 0, 

e ， ： r = 0 ， 

则本题实际上就是在计算这个函数在点 x = 0 处的导数尸(0)= 
之 1.) 


- f . (其图像见 §1.4.7 


2.9.2 不定式计算 II (习题 1339-1357, 1361-1366, 1368( a ), 1369- 
1370) 


这一部分的习题是 Loo , 0。，1 


和 oo - oo 型的不定式. 


习题 1340 求 lim Q [lnx - ln(l — x )]. 


解 


-t (t 


先作代换.令 i = l 一 x ， 则 
+0)，因此有 


-0 


+0,于是有 Inx = ln(l — 亡) 


这是; 

如下: 


^ lim o [lnx - ln(l — x)J = — 

+0 时的 0 • oo 型不定式.将它改写为^型不定式后即可用洛必达法则计算 


Hm nnf = e Hm 


In 尤 


= lim 

十 o 


=— lim t = 0. □ 


▲ 

t 2 


解 2 不作代换也可以做.由于本题是 : r — 1 - 0时的0 • oo 型不定式.将它改写为 
型不定式后即可用洛必达法则计算 如下： 


lim 0 [ln x ■ ln(l — x )] = lim ^ 


ln(l — x ) 


=lim 


=lim 


Inx 

\ n 2 x 


In 2 


= — lim ( ln 2 x + 21 na :) = 0. □ 



习题 1341 求 lir ^ x e lna : (e > 0). 

解这是 re — +0时的0 • oc 型不定式，已见于 §1.6 的习题 650( d ). 将它改写为 
型不定式后用洛必达法则即有 


lim 

x -^+0 


lnx = 


x e 


=lim - x ■ = 一 lim — =0. □ 

a:— 十 0 SX~ e ^ L x-^+0 £ 

注 1 0 -oc 型不定式除了可以转换为 ^ 型不定式之外，当然也可以转换为#型 
不定式.但如果对上述两题用后一个转换再用洛必达法则的话就会发现有困难.因此遇 
到这类有两种可能性的问题时，总是要经过尝试后才知道哪一条路好. 

注2初学者要注意，习题1336和1341是对于对数函数 lna ; 当: r — +oo 和 
x -+0 时的性态的刻画，有多方面的应用，也在本节的多个习题中起作用. 

习题1342求 lim 尸. 

: T — +0 

解这是: T — +0时的 0 G 型不定式.取对数后就可以用洛必达法则解决.这与以 
下写法是相 同的： 

lim x x = lim e x]nx = e xl -^+ o3：lnX = e ° = 1, 

x —^+-0 x —♦+0 

其中利用了习题 1341 的 e=l 的结果 .口 


习题 1343求 lim a :** -1 . 

T 一 +0 

解由上一题可见这是 

- l ) ln : 


+0时的 0 G 型不定式.取对数后作如下 计算: 
= lim -21^1= lim ^- X +卑 

i—^+0 1 j: 一十 0 1 . 丄 

Inx ln 2 x x 


= 一 lim xln 2 
x -^+0 


(In 


可见本题的答案为 e G = l . □ 


= — lim ^ a: x (x In 3 x x In 2 rr ) — 0, 


注在最后一步中利用了习题 1341-1342 的结果. 
习题 1344求 lim ( x xX - 1). 


解从习题1342有 P 


: 1 (x -> +0), 因此本题不是不定式，即有 
lim 。 ( 〆 -1) = 0 1 - 1 = -1. □ 


习题1347求民^(2 — rr )' 
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解这是0： — 1时的1°°型不定式.取对数后计算如下： 

limtan^ln(2 - W 


= lim 


2 - 


- f--f ' K 


因此本题的答案是 e 


注本题也可用 §1.5.5 中处理1°°型不定式的 （1.38) 求解. 


习题 1352 求迥 (=) 


cot(x — a) 


解本题在 tana 为非零有限数时有意义，即 a / | (fc € Z). 这时是: c — a 时的 
型不定式.取对数后可计算如下： 

lim cot(x - a) (In tanx - In tan a) = lim ln tan x tan Q • lim cos(x - a) 

X—a X—a sm(x — a) x-^a 


=lim 


x-^a tana:cos(rr — a) sin2a ’ 

因此本题的答案是 □ 

习题 1353 求鰓（ °;== 广 

解不妨先计算 lim〆 - Zina ) 这是 : r — 0时的1°°型不定式.取对数后可 
计算如下： 

lim ln ( Ql - V lnQ) - = lim ( ln x a ' aX -\ n ^ = -^ • lim 

i->o x z x—o ( a x — x ln a ) • 2 x I x-^o x Z 

1 i 2 L In 2 a-ln 2 b 

由此可见也有 lim ( P - a : In 6) F = 马#•，从而本题的答案是 e ^ " 2 — •口 

I — >0 乙 


lim 


习题 1354 ^ lim ( 


^ r ) 


解这是: T — 0时的 OC - OC 型不定式.将两个分式通分后就可以用洛必达法则计 
算 如下： 

巧。 ( 去- = i^o :匕: 1 - f) 


■- "2 - 


其中利用了泸一 1 〜: r Or — 0) 使得计算更简单 .口 


习題 1363(a) 求 lim 


arcsmx 


7 



解 1 这是 rr — 0时的型不定式.取对数后可用洛必达法则计算 如下: 


ln(arcsinrr) — lnx 



习题 1363 (e) 求 lim ( arcsinhx \ 其中 arcsinh:r = l n (x + v/TTF). 

x-^0 \ X / 

解利用 (ln(a: -f v/TT^)y = L 彳 就可以用洛必达法则计算得到 

VI + 工 2 




因此本题是 : r — 0时的 I 02 型不定式.取对数后用等价量代换法并配合洛必达法则就 
可以计算得到 




不定式极限（习題1318-1375 : 





= lim ( 
x—^Q \ 


= lim 


vl +x 2 


-vl + x 2 


vl + X- 


一 rr 


11111 --- , - — = — tt 

工 一 0 3x 2 (l + \/l + x 2 ) 6 


可知本题的答案是 e _ i . □ 


注这里在一开始就利用当 u (: r ) — l(:r —0) 时有 

lnix(x) = ln[l -f (w(x) - 1) 卜 u(x) — l (x —► 0), 

从而使得后面的计算简单得多. 

最后的两个习题都是 oc - oc 型不定式，解法很多，也未必要用洛必达法则.下面先 
对它们作分析，然后给出解. 


习题1369求 lim 

X— ^+00 


\/ x 3 + x 2 + x + I - y/x 2 + x ^ I • 


ln(c z 4- x) ' 

X 


解这是 a : — +00时的 oc - oc 型不 定式. 工 

注意到当 a ： — +0 O 时 H e l ± y ). 的极限为1，将它写为 1+-— 其第二项 

X X 

当 z —+OC 时是无穷 小量. 又利用 §1.5.4 的 （1.30)( 即 ^ T+^=l + j ;; x + o { x ) {x ^ 
0)), 即可将两个根式写为 x ( l + o ( l )), 其中 o ( l ) 是当 : r — + oc 时的 无&小 M . 这时可 
取1作为标准的无穷小量.这样就可以计算 如下： 

X 

lim (^/x 3 + x 2 +j + 1 — \Zx 2 +x + 1. h( e ①) ) 
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解决本题的基础是下列极限以及其中所用的方法①： 

1 \nx 

lirn x x = lim e x = e ° = L 

I 一 ♦ 十 OO X — + OO 

若取 ： C = n 为正整数，则就是 §1.2.2 的习题 65( 即 lira ^ = 1). 

n—♦oo 

由此可见第一项为 （: r + a ) • (x + a) T = a + x(l + o ( l ))， 第二项是 x • x x + a = 
怎(1 + oil )), 其中的 0 ( 1 ) 都是当 x ->4- oo 时的无^小量 • 

将两式相减，并将幂指函数 Or + a ) +和分别写为基数为 c 的指数函数，再 


利用基于 e z - 1〜工 （z — 0) 的等价童代换，就可以计算如下： 

[(x + a) U Y - x 1 ^ ‘ = ^ lirn ^ |^ a(x + a) T + x[{x + a ) 31 - x x+a ] 


lim 


=a ^ lim ^( a : -f a ) x 

ln(x+a) 

=a lim e x 

X-» + CX) 


In(x-fa) lux 

lim x e x 一 e x+a 

^4-oo 

In j 「 ln(a ： +a) In 

lim xe x+ ° |e 

—t 十 oo 



lim x ( 

+oo \ 

lim (In 

i-^+oo V 


ln ( j -f a ) 
x 


\nx 


x 4- a 
x 


a 


x 
\nx 


x 


a ) 
a ) = 


a . 


□ 


对前两个小节中的不定式极限计算的小结 

(1) 由于求导数是髙等数学中最容易学会的计算技能，因此洛必达法则成为求函数 
极限的最方便和有效的工具之一. 

(2) 洛必达法则可以接连 使用. 与施托尔茨定理相同，每次使用后的极限存在就保 
证了合理性 • 

(3) 在使用洛必达法则的过程中，如果能够配合使用§1.5-1.6中介绍的等价量代换 
法，则有可能简化计算，避免因复杂的计算而造成的出错 • （这里初学者需要回顾 §1.5.7 
中关于等价量代换法的注意事项.常见的错误是在分式的分子有两项的情况，将其中某 
一项用等价量代换，这是没有理论根据的错误做法 •） 

(4) 洛必达法则使用不当而失畋的情况是可 能的. 首先要注意只有在(以及 
其推广 JL ) 型不定式才能直接用洛必达 法则. 此外，除了上面的习题1323中的情况之 
外，在后窗 §2.9.3 的习题1374中举出了洛必达法则使用不当的更多的例子. 

(5) 带佩亚诺型余项的泰勒公式是求不定式极限的有力工具. 

(6) 直接用拉格朗日中值定理对不少问题是一种有效的方法. 


2.9.3 杂题（习题 1371-1375) 

这里包含了洛必达法则的一些应用，还对该法则使用不当的情况举例. 

①这个极限在函数的研究中也不可少.参见 §1-4.4 的习醒 370.1( g ) 的解1，以及后面 §2.12.2 的习 
题1527 等. 


§2.9 不定式极限（习題1318-1375 ) 
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习题 1371设曲线 y = /( x ) 当 x — 0时在角 a 下趋于坐标原点（0,0) ( lim /{ x ) = 
0)， a 为曲线在原点的倾斜角，求 

解题设条件是 （1) Inn /( x ) = 0, (2) Yirn ^ f ^ x ) - tana . 
条件 （1) 表明所求的极限是&型的不定式，用洛必达法则就有 

Um = lim = tana . □ 

注补^定义/(0) = 0之后上述推导就推出了存在 
广(0) = tana , 即表明/在 rr = 0是广义可导的. 

习题 1373.1 证明，如果函数 f ( x ) 存在二阶导数 r ( x ), 那么 



习題1371的附图 


解这时的自变量是/ I ，用洛必达法则得到 

Um /(工 + /0 + /(工一九）一2/(工) =Um /'( x + /1) — 尸 (x — h ) 
h — >0 h—^0 2/i 

= 士 • h 

= |[ m+rwi = rw . 

由于只知道/〃(岣存在，但没有加连续条件，因此在用了一次洛必达法则之后，计 
算所用的是二阶导数的定义 .口 

注若只知道在某一点 x 0 处存在/〃(吻)，则本题在 a : 改记为吻之后的结论和证 
明也都成立.此外，本题的结论与 §1.5.5 中的习题 488-491 是类似的. 


习题 1373.2 研究函数 



e 1 — 


， x 於 Q ' 
x = 0 


在点 a : = 0处的可微性. 


解从 §2.9.2 的习题1354知道 /(: r ) 于点 : r = 0处连续.按照导数定义计算 得到: 




X 


e x - 


2 


= lim 

x ->0 

= lim 
x -^0 

=lim 


=lim 

x—^0 


x — 0 z—o x 

2(e x - 1) 一 2a: - x { e x - 1) 
2 x 2 { e x - 1) 

一 2 — x + 2e x — xe x 


2 x 3 

- l -^2 e x - e x - xe x 
6^ 

e x - e x - xe x 


I 2 x 


12 # 


n 


注在附图中作出了 / Or ) 在[- 3,3 j 上的图像, 
它几乎像是经过点（0,|)的斜率为的一条直 
线，然而不难计算得到 /(+ oo ) = 0, /( 一 oo ) = 1.还 
可以计算出 /(： c ) 在点 rr = 0展开的泰勒公式的前几 
项为 

这里利用了函数是伯努利数的生成函数， 
见 §2.10.1 的习题1382 (更详细的信息可参考 [23 j 的 
§7.2.3). 



习題 1373.2 的附图 


习题 1373.3 求曲线 
的渐近线. 

解从分母大于1可见没有垂直渐近线.然后按照渐近 
线计算公式先计算得到 



习题 1373.3 的附图 


lira ^ 
*-♦+00 X 




x x 

+oo (1 + X) x 


=lim -7 - r-r-x 


这表明可能存在斜渐近线.然后再计算 

lim [ y { x ) 一吾]= lim — — x . ^ 一 + • 

x~^+oc L e z—^+00 L , \ e J 

为方便起见作变童代换 < = 于是可引用习题1359 ( §2.9.1 的最后一题） 得到: 

X 


+oo 


lim \ y { x ) 


= lim SLtAl 

Ck 1 a . I t 


丄 e 


— lim 

t - f+O 


(i + O 


( 1+0 


于是得到 : T — + OC 的斜渐近线（见附图)，它的方程为 

y = i x + - k - D 

习題1374 研究洛必达法则应用于下列例子的可 能性: 


| 


( c ) Hm 

X —+ OO 


sin 


( b ) lim 


x - sinrr 
x + sin x 


e ^ 2 x ( coso : + 2 sin x ) -f e _: 
e~ x (cosx 4 - sinx ) 


sin 2 x 


( d ) lim 1 + ^ + g . inxcoga : 
x-^oo (x + sinxcosx ) e 8ln 






§2.9 不定式极限（习题 1318-1375 ) 


解分别解答如下. 

(a) 用洛必达法则得到 
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lim 

x-^O 



可见这个极限不 存在. 因此不能用洛必达法则.然而这并不表明原题的极限不存在. 
际上本题的极限是明显存 在的： 


实 


i-o ~sinx X =H( XSin i- 士 )= 既 ( xsin 士 ) = 0 _ 

(b) 此题与题 （ a ) 类似，只要将分子分母同除以X，就看出极限存在且等于〗.然而 
用洛必达法则得到的是 


当 




1 + cos X 


a; — oo 时分母无限多次为0,根本不能考虑极限的存在性. 


(c) 若用洛必达法则就有 


lim e_ 2:c (-5 sinx) + e、 g2 ( — 2:r sin 2 x-h 2sinxcosx) 

”+°° e~ ;r (-2smx) 

二 x ii I J 1 ou ('2 * e ^ ~ e ^"^xsinrr -e~ x2+x cosx) = 0, 

但这个结果是错误的. 

实际上原题的分母为 e^(cosx + sinx), 因此在 fc 为正整数的所有点 fc7C 一 导处分 
母为0,同时分子却不等于 0. 这样的函数在 x -♦ +00时不可能存在极限. 

那么用洛必达法则怎么会有极限等于0的结果呢？检査上述计算就可以发现在计 
算出分子分獅导数之后约去了因子 S in A 这种运 算是不合醜.实社从上面的讨论 
知遒，分母的导函数在 z -> +oo 时有无穷多个零点，从而在这些点上分式没有定义. 

(d) 若用洛必达法则就有 


lim 


1 + cos 2x 


[(14- cos 2a:) + (rr -f sin x cos x) cos x ] 


=lim - 2cosx_ 

oo ( 2 cosx -hx + sinxcosx ) e amx ' 

利用 e sm:c > e- 1 ， 可见当 x^oo 时分母为无穷大董，而分子为有界量，因此极限等于0 

然而检査上述计算过程可以发现这是分子分母约去了因子 003 工后才能得到的结 

论.由于在用了洛必达法则之后得到的表达式的分母当 a； —oo 时有无穷多个零点因 
此上述运算是不合法的. ’ 


回到原题，如将原来的表达式改写为 



则就可以看出当 x 〜 oc 时上述表达式的第一个因子（指分式）的极限为1，然而第二个 
因子却在 e 到 e -i 之间作无穷多次振荡，因此没有极限 .口 
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小结小题 （ a )，( b ) 都存在极限，也都容易求出，但用洛必达法则后却不存在极限. 
小题 ( c ) ? ( d ) 都不存在极限，但用洛必达法则并错误地约去分子分母的一个因子后却存 
在极限. 

习题1375即是计算前面 §1.6 的习题645中的弓形面积与弓形内的内接等腰三角 
形的面积之比的极限，从而导出弓形面积的一个近似计算公式.从略. 


2.9.4 年卜注 


在这一小节中将从几何角度来解释洛必达法则的意义，其中包括对于^型不定 
式的洛必达法则的证明. 

方法的要 点是： 将洛必达法则中涉及的一对函数 /, g 作为平面曲线的参数方程，然 
后来观察这条平面曲线的性态. 

为了与平时习惯使用的参数方程记号一致，将自变董改用符号 t . 又为简明起见只 
考虑 a 为有限点的右侧极限£ — a 十0,同时在洛必达法则中的极限也只限于为有限数. 
对于其他情况的推广是类似的. 

用于 | 型不定式的洛必达法则 

设 lim ■为 | 型不定式，同时存在极限 lim = A 如前所说这个条 

t -^ a+0 g { t ) ◦ t -^ a+0 ^( t ) 

件蕴涵在点 a 右侧邻近分母 g \ t ) 不会等于0,例如在 （ a , b ) 上 g f ( t ) ^ 0. 考察由下列参 
数方程表示的平面曲线 


x = g ( t)，y = / ⑷， a < t < b . 
从达布定理知道 g f ( t ) 保号，因此贞 《) 严格单调,从而存 
在反函数纟=于是上述平面曲线就可 以用? /( ㈡ = 


来表示.同时从参数方程求导法知道这个函数可 


导，且有 



m 

丽. 



型不定式的几何意义 


利用条件 /(a + 0) = g(a + 0) = 0, 补充（或修改）定义/⑷= g ( a ) = 0,则就使得 
f，g 在点 a 均右连续.几何上如附图所示即有 y (0) = 0,且 y ( x ) 于 a : = 0右连续.于是 


所要求的极限就是 

.im m 

t -^ a+0 g [ t ) 


=lim 


/ ⑷一 / ⑷ 
5 ⑷一 5 ⑷ 




显然这就是求 y { x ) 在点 x = 0 的右导数.由于己经有 x ^ y \ x ) = A , 因此洛必达法则 
告诉我们上述极限等于 A X ^ + ° 

用几何语言来说这就是 §2.9.3 的习题1371的内容，即若一条曲线趋于原点，同时 
它的切线斜率有极限 tana ， 则曲线在原点存在切线，其斜率等于 tana . 

于是我们看到， i 型的洛必达法则就是前面已经知道的导数极限定理（即 §2.6.4 的 
习题 1258.1). 这也就是习题1371的意义，只是在那里没有引入平面曲线的参数方程表 





示，因此不够一般. 


§2.9 不定式极限（习题 1318-1375) 
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命题 2.10 (用子 i 型不定式的洛必达法则） 设存在极限 lim ^ - 

OO t — a 十 g V 1 ； 

m _ 


= A 且 


g(a + 0) 为确定符号的无穷大量，则成立 ^Um = A - 


以下只讨论 a , A >0 均为有限数，夕 (a + 0) = + oo 的情况. 


如前面一样可知/⑷在 a 右侧邻近保号.考虑平面曲线 

x = g ( t) y y = /( t ), a < t < b ， 

其中分在 ( a ,6) 上严格单调.于是该曲线就可以用 y ( x ) = Hg ^ ix )) 表出，在下面的附 
图中用粗黑曲线表示. 


于是问题已经转化为证明： 

lim y f ( x ) = A ==> lim - = A . 

x-^+oo *—♦-t-oo X 


即将洛必达法则归结为一种特殊情况来证明.它比较容易处理. 


由于 x =夕⑴严格单调，+ 0) = + 00 , f — a + 0 与 a : — + oo 是等价的.曲线 
2 ； = y ( x ) 无界，因此不可能用处理 | 型不定式的连续延拓方法.以下所用的方法将结 
合示意图来解释. 



型不定式的洛必达法則证明示意图 

先看我们的目的是什么？对于>1 > 0,就是要对每一个给定的 e > 0,证明存在 
M >0, 使得当 x > M 时成立不等式 

A-e< <A-^£. (2.17) 

几何上如分图 （ a ) 所示，就是使得 a : > M 时的曲线 y = y{x) 落在一个无界扇形 <COD 
中，它的角平分线是 y = Ax. 对于射线 OC 和 OD 均理解为延伸到无穷远,它们的斜率 
记为 fc ( OC ) 和 k(OD) y 分别为>1 + e 和 A — e . 

再观察我们的条件是什么？由于 

y’ ⑻=^ A {x-^ + 00 )， 

因此存在邱 > 0,当 a : >吻时成立不等式 

A 一音 < y’(x) < A + I. 


取点 (xo.yixo)), 将它标为分图 （ b ) 上的点 O '， 则就可以用拉格朗日中值定理知道 


当 re >吻时有€ € { xq . x ), 使得成立 


A - 


y (^) - y (^ o ) 

x - Xo 


= 2/(0 <4 +奮， 


由此就可以得到将 y ( x ) 夹在中间的不等式 

2 /(x 0 ) + (A - |-)(x - x 0 ) < y(x) < y(:r 0 ) + (A-\- |-)(x-xo). (2.18) 

如分图 （ b ) 所示，它表明在 x 0 时曲线 2 / = y(x) 落在另一个无界扇形 〈CaZT 
内.与分图⑷一样，它的角平分线的斜率也是為对于半射线 O ' C ' 和 0 ， D ， 也理解 
为延伸至无穷远.注意斜率 k(0 ， D，) = A^e/2> k{OD) = A^e 和斜率 k(0 ， C，）= 
A + e/2 < k(OC) = A-\- e. 

于是只剩下一个问题，即当: r 充分大时，能否由分图 （ b ) 推出曲线2/ = y ( x ) 进入分 
图 ( a ) 中的扇形 COD ? 分图 （ c ) 表明在 k ( OD ) < k [0， D ，） < k ^ C ) < k ( OC ) 的前提 
下这在几何上是明显成立的. 

严格的分析证明也是容易的.将 (2.18) 除以 rr 并令 z — 十 oc ， 就知道存在 M > 0, 
使得当 x>M 充分大时成立4 一 e < # < A + q 即满足 (2.17). 

X 

下面我们将上述几何解释改用独立的分析语言写出证明. 

证设有条件 lim y\x) = A 成立.对任意 e > 0,存在邱 > 0,使得当 : r >恥时 

X— ^+00 

成立 

A -f< y’( x ) + 

然后在 x > rr 0 时用拉格朗日中值定理，存在《€ x ), 使得 

将它改写为 

PM + 04 — |)(x — x 0 ) < y(x) < 2 /( x0 ) + (災 + |)(工一 x 0 ) y 

然后除以 A 得到 


2/ (工 0) - {A - y)x 0 

乂十- F -^-< 


㈣ “十 ”妒。 


考虑到当 x ->+ oo 时上述不等式的左边和右边分别收敛于4 一 | 和4 + |，因此存 
在 M >吻，使得当 x>M 时成立不等式 


可见己经得到 lim 

x— +00 X 


2 /⑷_ 


“<字<—， 

A. □ 



§2.10 泰勒公式（习題 1376-1413) 


内容简介泰勒公式可称为是微分学的顶峰.本节学习带有各种余项的泰勒公式， 
并将它们用于一系列性质不同的问题，其中包括极限计算、近似计算和误差估计等. 

函数在点抑处展开的泰勒公式为 

n 

f(x) = ^2 - X Q ) k -f- Rn{x), 

k =0 

其中的系数 

afc = ^ 广 。） ,fc = 0,l, ••- , n , 

和式 f a k { x - x 0 ) k 称为泰勒多项式， « n ( x ) 称为余项，它就是函数 /(: c ) 与泰勒多项式 

k =0 

之差： 

n 

Rri ( x ) = f ( x ) - ^2 一 X o) k y 

k=Q 

即用多项式逼近函数时的“截断误差”.余项有各种类型，它们是对此“误差”的刻画 
最为常用的余项有两种. 

第一种余项是佩亚诺型余项，它的形式为 

fin = 0{{X - XoD (X-»X 0 ), 

若取 n = 1，则带有佩亚诺型余项的泰勒公式就是 

f ( x ) = f { x 0 ) -f f f ( xo)(x - x 0 ) 4 - o{x - x 0 ) (x Xo). 

这也就是学习导数与微分时的 

A / = f \ xo)Ax + o ( Ax ) (Ax —♦ 0), 

常称为无穷小增置公式. 

由于佩亚诺型余项刻画的是当 rr — 抑时的极限性态，因此在《习题集》中将相应 
的泰勒公式称为局部泰勒公式，它的主要用途是在极限计算等方面（见 §2.10.4). 

此外，在 / ( " +1) ( 抑） 存在时有 /i„ = 0((2 ： - x 0 r +1 ) (x^x 0 ). 这种形式在许多计 
算中对于估计阶数是很方便的.若从上下文知道极限过程为2： — xo , 则还可以将上述 
表达式简记为 O n+1 . 

第二种余项是拉格朗日型余项，它的形式为 

Rn(x)^ /(n+1)( ^+l)! ~ X0)) - 韌 ) n+ ' 

其中0 < 0 < 1.若取 n = 0,则带有拉格朗日型余项的泰勒公式为 

fix ) = /( Xo ) + f'(xo + 0 {x - xo))(x - x 0 ), 

这就是拉格朗日中值定理.它的另一种形式为 

® 本书对于余项的定义和记号来自于[6, 26] 等教科书，与《习题集》有些差异.在《习题集》中没有用 
佩亚诺型余项的名称，本书的 Rn 在那里记为 Kn + l - 



△/ = J\xo 4 - 9 Ax ) Ax . 


这些公式常称为有限增童公式. 

带有拉格朗曰型余项的泰勒公式也称为泰勒中值定理.它与拉格朗日中值定理一 
样具有多方面的应用. 

为读者方便，下面列出了最为常用的几个泰勒 公式： 


I . e x = l+x 




n! 


+ fln(rr )， 


II . sin a : = x _ 香 + 备—— + (— I ) 71 — 1 


(2n-l)! 


! n ⑷， 


III . COSO ： = 1 一 


X 


2 ! 


4! 


—— + ( — l) n 


x 


2n 


(2n)! 


+ fl 2 n + l ( 工)， 

a(a - 1) • • • (a — n + 1) _ n 

x 


IV . (1 + rr) a = 1 + ⑽ + - a ( a 2 p X) 

V . ln(l + = ^ + + + Rn ( x ), 

x 3 , x 5 


Tin ( x ). 


VI . arctan x = x — 


3 


5 


十 （-1) 


-1 x 


2n -： 


VII . arcsine + 


2n- 


(2n — 3)!! 


+ 尺 2 ti ⑻， 


(2n — 2)!!(2n — 1) 


X 2n ~ l + R2n{x) 


注 1 注意到奇函数（偶函数）在点 : C = 0展开的泰勒多项式中的 Z 的偶数幂次（奇 
数释次）的项的系数总是0,在 sina :， cosa :， arctana :， arcsinz 的上述泰勒展幵式的余项 
前认为都有系数为0的一项.如下面的某些习题中会看到的那样，这对于误差估计是有 
益的. 

注2上述第 IV 个公式，即二项式函数 （1 + o :)« 的展开式，其中含有参数 a ， 因此 
它实际上包含了无穷多个公式，下面列出几个最常用的 公式： 


a = 一 


a = 一 2, 


(1+ x ) 


l-Z + X 2 — X 3 + ". + (-i) n x n + Rn{x), 

=1 — 2x -f- 3x 2 — 4x 3 + … + (— l) n (n + l)x n + Rn{x) 


a 


= 士， VTT ^ = 1 + ^ - p + 士 # -…+ 十 R n { x ), 


a =— 


了 ， Vi 


X 




(2n)!! 

(-…物 • 


2.10,1 泰勒公式计算（习题 1376-1392) 

这里的第一个题显示了微分学在一个代数问题中的应用. 
习题 1376 将多项式 

P ( x ) = 1 + 3 a : + 5 a ; 2 - 2 x 3 
表示成二项式 : r + 1的非负整数幂的多项式. 






解 1 用初等代数可计算如下： 

P{x) = 1 + 3[(a: + 1) - 11 + 5S(x + 1) - I] 2 - 2[{x + 1) - l] 3 
=1 + [3(x + 1)-3] + 5[(x + l) 2 — 2(x +1) + 1] 

一 2[(rr + l) 3 — 3(x + l) 2 + 3(ar +1)-1] 

=(1 一 3 + 5 + 2) + (3 — 10 — 6)(x + 1) + (5 + 6)(x + l) 2 - 2(x 十 l) 3 
= 5-13(cc + l) + ll(x+l) 2 -2(:r + l) 3 . □ 

解 2 本题给定的多项式可以看成为它自身在 z = 0 处展开的泰勒公式，同时作为 
函数它又可以在点 x = - l 处展开为泰勒公式，于是本题就可以通过导数计算来解决. 
计算出 

P f {x) = 3 + 10x — 6x 2 , P r/ {x) = 10- 12x, P ,n (x) = 一 12 ， 

用 x = - l 代入得到 

尸 (一 1) = 5, 户 ( 一 1) = -13, P" (— 1) = 22, P "， (一 1) = -12, 

于是就有 

P(x) = 5 + (-13)(x + 1) + 等 (x + I) 2 + 乎 (x + I) 3 

= 5 — 13(x + 1) + 11(2 ： + I) 2 — 2(a: + I) 3 . □ 

本小节下面的习题都是计算某个函数在指定点处的泰勒公式到某个指定幂次的项， 
也就是要计算它们的系数.这里大体上有两种方法， 一 种是按照公式 

ak = ’ :产 , k = ,n, 

进行计算，也就是先求 f(x) 在点 XO 处的髙阶导数，常称为直接法. 

另一种方法是利用已知的几个常用的泰勒公式，通过包括变量代换在内的各种运 
算来计算出所求的泰勒公式，常称为间接法.这要求我们记住最基本的儿个函数（其中 
包括 e ' sinAcosrr ，（1 + x ) a , ln(l -f x ), arctanx 等）在 a : = 0 处展开的泰勒公式.就如 
同求导数计算中的求导公式 一样， 以上几个函数的泰勒公式也是微分学中的“九九表”. 
利用泰勒公式的唯 一性， 无论用什么（正确的）方法，所得的结果都应当相同. 

习题1377求 f{x) = ; + 的泰勒展开式至含 x 4 的项./( 4 )⑼的值是多 

1 _ a: + x 

少？ 


解由于给定的分式函数的分母在实数域内不可约，该分式不能分拆成分母为一 - 
次函数的分式之和，因此用求导数的直接法似乎不方便.以下用间接法来计算. 

先将 /( x ) 改写 如下： 



2 x (1 + x ) 



然后利用的泰勒公式，将其中的 X 换为 0： 3 , 就可计算 如下: 

丄十 X 



f { x ) = 1 + (2 x 十 2 x 2 )(l — z 3 + 0 6 ) 

=1 + 2x 十 2 工 2 — 2x 4 + 0 5 (x 0), 

其中 0 6 ,0 5 是关于极限过程 o : — 0 的 O ( o : 6 ), 0( x 5 ) 的简写. 

按照泰勒公式中的系数公式就得到 

/ ⑷⑼= 24 x ( - 2) = -48 •口 

注这里用直接法固然不便，但就是用间接法，也有多种不同计算方法，以上选取 
的是较为简短的一种. 


习题 1378 求 /( a :) = 


(l-2x) 40 (l + 2x)' 


的泰勒展开式至含: r 2 的项. 


解取对数后可计算得到 

ln/(x) = 1001n(l 4-x) - 401n(l - 2x) - 601n(l + 2x) 

=100(x 40{-2x - ¥) - 60(2a: — -^-) + 0, 

= 60x + 150x 2 + O 3 (x — 0). 

然后再回到 f(x), 这可计算 如下： 

/(rr) = = e 60 ar + 150 :c 2 十 0 3 

=1 + (60x4- 150a: 2 ) + y(60x + 150x 2 ) 2 -f O 3 

=1 + 60rc + 1950x 2 + O 3 (x 0). □ 

解 ‘2 由于取对数后求导还是容易的，本题可用直接法计算 如下： 

/’⑷ = 100 , 80 _ 120 

f(x) ~ 1 -f- x ^ 1 - 2 x 1 + 2 x ’ 

f ”( x ) ( /’⑷ Y 2 = 100 , 160 , 240 

/⑷ V f(x) ) (1 +a ： ) 2 十 (l- 2 x ) 2 十 (14 - 2 x ) 2 ’ 

令 a : = 0代入就得到 

/(0) = 1 ， 尸 (0) = 60, /"(0) = 3 600- 100+ 160 + 240 = 3 900, 

因此得到 

f{x) = 1 + 60x -f 1 950x 2 + 0 3 (x — 0). 口 
注这类题用直接法或间接法都有多种做法，需要根据题的特点选取较好的方法. 

习题1379求 f{x) = Va m + x ( a >0) 的泰勒展开式至含: r 2 的项. 


解1用直接法，则有 


nx) = Ma^^x) 


l—rn 


广 ㈤ = 


— m 


( a m + x ) 


l-2m 


令工= 0代入得到尸 (0) = +CT 


尸，(0)= 


—m l-2m 


，于是得到 


ma ' 


l — x 2 + 0 3 (x —0). □ 


解 2 用间接法可从二项式函数 (1+ x )^ 的展开式如下 求解: 


-^ r ) m 

= a { l + m '-^ + Y 
加以整理就得到与解 1 相同的答案 .口 


耷 ）+0“ 工 


注令 a = 1， m = n ， 则可看出: c 2 项的系数就是在 §1.5.4 中的命题 1.7 的结果. 
习题1380求 f ( x ) = v /1 — 2 x + x 3 - -3 rc + x 2 的泰勒展开式至含: r 3 的项. 


解本题直接计算导数或用二项式函数的展开式都可以做.这里介绍用隐函数求 
导的直接法，它避免了对无理函数求髙阶导数. 

令 y = \/1 - 2 x + x 3 , 则 2 / 2 = 1 — 2 x + rr 3 , 于是有 

^ yy ' = + 3 x 2 , 

2 y /2 + 2 yy n = 6 x , 

6 y ’ y " + 2 yy m = 6 , 

令 rr = 0 代入得到 

2/(0) = 1, y'(0) = -1 ， 2/"(0) = -1 ， ^(O) = 0. 

同样令 2 = ^1 - 3: r 十工 2 ,则 z z = 1 - 3 x - hx 2 , 于是有 

3 z 2 z f = —3 -f 2 x , 

6 zz /2 -f 3 z 2 z ,f = 2, 

6 〆 3 + 收？， + 3: V " = 0， 

令 a ; = 0 代入得到 

之⑼ = 1， ，⑼ =-1， ，⑼ =-音， 2 W (0) = -6. 

合并以上结果就得到 

/⑼= 0,尸⑼= 0, /，)=音，/'"⑼= 6. 

于是得到所求的展开式为 ' 

f { x ) = ^ x 2 + x 3 +。4 ( x —^0). □ 

习題1382求 f ( x )= 的泰勒展开式至含^的项. 

解这里的函数 J ( x ) 于 I = 0处没有定义，但可以根据连续延拓要求补充定义 
/⑼ = 1. 当然还需要证明这样延拓后的函数在点 x = 0 处无限多次可导，但在这里我 
们只关心如何计算. 

采用待定系数法.设有 
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f ( 工 ) = b 0 + B!x + 鲁？ + 鲁怎 3 + -fr ^ 4 + o s (x — o), 

然后就可以展开 a: = (e^ - l)/(x) 如下: ' ’ 

x=(b 0 + ^x+ 导 x 2 + 导工 3 + |x 4 ) 

x ( x+ i x2 + i x3 + ^ x4 + m x5 ) + ° 6 
= ^ + (» 2 + ( 令 ' + 1 + 导 > 3 + (|_ 

Bi 


6 


B 2 

4 


^)x 


6 


(备 


24 


吾+ 告 +鲁) 3:5 + 06 ( x 


0)， 


30. 


等置两边同幂次项的系数，就可以依次解出所要的系数 如下： 

Bo=i ， —x-m 

执 = 6(-去+去-去)=0， 

氏 = 24 ( - ik + 忐-去 h 24 . #^- 10 ^- 

于是得到本题的答案为 

/⑷=1 - y X + 去 X 2 - 士 X 4 + 0 5 ( x ^ O ). □ 

注本题的 /( x ) 是伯努利数的生成函数， 系数坟 （f = ^， •••） 就是伯努利数.在 
[23 j 的 §7.2.3 中给出了计算的一般递推公式. 

下面是常见的正切函数的泰勒展开式计算，将举出几种解法以供比较. 

习题 13S6 求/⑷= tanx 的泰勒展开式至含 rr 5 的项. 


解1利用 sinx , cos a : 和 


x 


的泰勒公式，用间接法计算 如下: 


tanx = 


sin a ; 
cos a : 




+ I20 + ° 7 


-T" + fi" + ° 6 


=( x -夸+ 备)( 1 + (誓-备) + 夸) +07 


=X 


(_i + i ) x3 + (ik - 忐 + - k) xi 


o 7 


=X + 如 3 + 告工 5 + 0 7 (x 0). □ 


解 2 用待定系数法. 

从正切函数为奇函数，因此其展开式中不含 a ； 的偶次幂项，又已知 tanx - 
0)，因此只需要两个待定系数就够了•设 

tanx = x + ax 3 4- bx 5 -f 0 7 (x -♦ 0), 

然后展开等式 tanx - cosx = sinx 的两边得到 

工一去工 3 + + 0 7 = (x + ax 3 + bx 5 + 0 7 )(1 — yx 2 + 去: r 4 + 0 6 ) 


x (x 


= ：c+ ( a -士 ) x3+ ( 6 -号 + 去 y + 仏 (X —0)， 



等置两边同幂次项的系数就得到 

^ 1 1 1 
a= m 

A _ J _ 丄 — 丄-丄丄 i — 2 门 

解 3 用直接法做，对正切函数逐次求导得到 

(tan x) f = sec 2 x , 

( tanx )" = 2 sec 2 x tan x , 

(tan a :/" = 2 sec 4 x -\- 4 sec 2 x tan 2 x , 

( tanx )( 4 ) = 16 sec 4 x tanx -h 8 sec 2 x tan 3 x , 

(tan x )( 5 ) = 88 sec 4 x tan 2 a : + 16 sec 6 a : + 16 sec 2 a : tan 4 x . 

用 re = 0 代入得到 f ( x ) = tan a : 的导数值为 

/，⑼ = 1， /" ⑼= 0,广⑼= 2, /⑷⑼= 0, /⑻⑼=16， 

于是得到 

tanx = x + yx 3 + 告工 5 + 。7. □ 

解4用直接法也不一定像解3那样来做.记 y = tarn ， 则有 

2 / ; = sec 2 x = 1 -f y 2 , 
y ，，= 2 yy ，， 
y …= 2 y 12 + 2 yy \ 

〆)= 6 y V， + 2yy' 

2 / (5) = 6y ,/2 + 8yV" 十 2yy^\ 

然后从 2/(0) =0 起即可求出 

2/(0) = 1， y "(0) = 0, y "' ⑼ = 2, i /⑷⑼ = 0, y ( 5 )(0) = 16, 

即得到与解 3 相同的导数值 .口 

注由以上计算可见，我们熟悉的正切函数在点 x = 0 处的泰勒展开式，要比正弦 
函数和余弦函数的泰勒展开式复杂得多，很不容易计算.若要展开到含有/项，则得到 

tana： = + + ( x -,0). 

实际上这种复杂性与习题1382的注中提到的伯努利数的出现有关.关于正切函数的泰 
勒展开式的一般性讨论可以参考 [23 j 的 §7.2.3. 在那里还讨论了 xcotx , seco : 和 : reserr 
的泰勒展开式. 

习題1387求 f ( x ) = In _的泰勒展开式至含 x 6 的项. 

解这里补充定义/(0) = 0. 可以证明这样延拓后的函数在 x = 0 处无限多次可 
导.以下用待定系数法来求解本题. 

由于/(0) = 0, /( CT ) 又是偶函数，因此有 




In - in ~- = ax 2 + bx 4 + ca: 6 + 0 8 = x 2 (a^bx 2 + cx 4 ) + Og (x —> 0). 


然后按照 〆 ⑷ ^ 展幵两边得到 

x 


1 + x 2 (a + bx 2 4 - err 4 ) 4- (a + bx 2 4 - ex 4 ) 2 + -^-(a -f- bx 2 4- ex 4 )' 




"fto " 5040 + ° s ^ 


等置两边同幂次项的系数就可以求出 


a = — 


h — 丄 _ ai _ _J _ L — __L_ 

120 2 - 120 72 _ 180’ 


c =— 


5040 


于是得到本题的答案为 

sinx 


5040 ~ 1080 1296 


2835 


+ 2 一 ~m x ^ 士 x(i +o 8 (x- ， o). □ 


2.10.2 若千证明题（习题 1393) 

习题1393含有4个小题. 

习题 1393.1 设 /(x + h ) = f ( x ) f hf f ( x ) + … + ^ rf (n \x + 0/ i ) (0 < 0 < 1)， 而 
且 /( n + WaO — O , 证明 

lim 6 = — \- rr . 

/ i—tO n + 1 

解 根据 / 在点 : r 处有 （n + 1) 阶导数，可以写出带佩亚诺型余项的泰勒 公式： 
f(x + h )^ f ( x ) + h ! f { x ) + • • • + I 广 )( x ) + *^ yr / (ri+1) ⑷ + ^ n+1 ) (^-0). 

将它与题中的带拉格朗日型余项的展开式比较，可见有 

⑷ U + _ = |/ (r °W 户 +1) ⑷ + o(/i n+1 ) (/i-O). 

将上式的右边第一项移到左边，除以 h ^/ nl 并整理 如下： 

产 H 巧(吐如/^) + 0(1)卜 0). 

令 h — 0,左式的极限为这样就推出存在极限 lim 0 = 口 

h ― ►() 7 A 十丄 

注本题与 §2.6.2 中的习题 1246- 1247都是对于中值定理的“中值”的讨论. 在美国 
数学月刊 ，第97卷（1989)， 205-213 页对本题的多方面应用有讨论（中译文 见数学译林， 
第 10卷（1991)，第 1 期， 85-92 页). 

下面两个习题都是条件加在/，/ 〃上， 结论却是关于尸的估计，于是可以用带拉格 
朗日型余项的泰勒公式将 /， r ， /〃 联系在一起. 




§2.10 泰勒公式（习題1376- 1413) 


331 


习题 1393.3 设 f ( x ) € C ( 2 )[0，1]， /⑼=/( I ) = 0,而且当 x G (0,1) 时有 
1/"(怎)|彡隼证明当0彡时有 

ir ⑷ I < 4. 

解任取一点吻€ (0, 1)，写出/(0),/(1)在点： To 的泰勒展开式 如下： 

/ ⑼ = f(xo) + r(x 0 )(0 - x 0 ) + -^^-(0- x 0 ) 2 , 

/⑴ = /(抑） + r ( x 0 )( i - x 0 ) + x 0 ) 2 ， 

其中0 < 心 < a：o < & < 1- 

利用/(0) = /⑴= 0,将两式相减以消去未知的 /( x 0 ), 就得到对 | f ( x 0 )| 的 估计： 

l/ ， 0ro)l < + |^^-(l-Xo) 2 

^ 夸 + (1 — 工。) 2 】 € 普， 

其中最后一步利用当 rr 0 € (0,1) 时有 rrg 4- (1 - x 0 ) 2 ^ [^o + (1 — x 0 )} 2 = 1. 

由于 rc 0 € (0,1) 是任意取的，又因为尸⑷在[0, lj 上连续，因此在10, 1] 上处处成 
立1綱4 .口 

习题 1393.4 设 f ( x ) (-00 < x < + oo ) 是二阶口 f 微函数，且 

Mk = sup 1/ ⑻ (a:)| < +oo (fc = 0,1 ， 2 )， 

- oo < x<+oo 

证明不等式 

M ? ^ 2 M 0 M 2 . 

解1若/是常值函数，则 AA = M 2 = 0,不等式己经成立.否则有 M 0 > 0. 

本题与上一题属于同样的类型，只是区间两侧无端点，为此引入一个参数 i 如下. 
任意取定一点邱，对于 Z > 0写出如下的两个泰勒展 开式： 

f (工 0 — 0 = f ( x o ) + r ( x o ){~ t ) 4- / ■ ^ 1 ) t 2 , 

f ( x Q + 0 = f ( xo ) + f ( x 0 ) t + 

其中 X 0 -t <^\ < Xo < ^2 < X -\- t. 

将以上两式相减就可以对于 \ f ( xo )\ 作出如下 估计： 

ir(x 0 )i < 去 [i/(x 0 +^)K i/(x 0 - oi + 夸 (ir(6)i + ir(6)i)] 

< 牛 + 音 m 2 . 

这时右边的 t > 0还没有确定.一个合理的选择就是使得上式右边尽可能小，从而得到 
尽可能好的估计.由于这两项的乘积是常数 | m 0 M 2 , 利用关于 a ,6 〉0的平均值不等 

式 当 a = b 时成立等号，可知 i 的最佳选择就是使得这两项相等.于是从 
平= \ m 2 即可确定出 t 这时该表达式达到最小值 y / m ^. 又由于 x 0 
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可取到所有实数，可见1尸 Or )| 在 （- oo ，+ oc ) 上有界，因此恥为有限实数，且成立所要 
证明的不等式< M 0 M 2 . □ 

注这是兰道-阿达马型不等式之一.可以证明题中的不等式右边的常数2已经是 
M 佳值.关于这方面的材料可以看[13, 509页 j . 

解2这个解法具有强烈的几何直观意义，在证明时若用积分学中的牛顿-莱布尼 
茨公式就非常简单.下面先用几何语言讲清思路，给出用积分学工具的证明，然后在注 
解中说明，不用积分学知识也可以实现这个证明. 


A f 


FT 



如附图所示作出^ = f ( x ) 的图像.取点 
Pixo . rixo )) 并过该点作斜率为 ± M 2 的直 
线与: r 轴相交.交点为4 =仰- 和 


B = xq 


I 尸 ㈤ 1 
M 2 _ 

附图中是尸 0 r o ) > 0的情况，直线 APD f 
的斜率为 iW 2 , 直线 A ' PB 的斜率为 - M 2 . 


利用 |尸⑷| < M 2 就可见曲线 y = f \ x ) 完全落在两个三角形 AP 儿^和 APDB f 
中，从而上由 f ( x ) 生成的曲边梯形面积（在附图中的阴影区） S 大于等下•三角 
形 A / MS 的面积.对于 f \ x Q ) < 0也有类似的结论.从牛顿-莱布尼茨公式有 

5 = J^/ / (o:)dx = /(B)-/M), 

于是得到 

/ ,2 (®oK 2 M 0 Af 2 . 

利用： TO 的任意性就得到所要的不等式 A /} 2 < 2 M 0 M 2 . □ 

注可以看出解2与 §2.6.5 的习题1266的附图中提示的几何方法是相同的，因此 
只要用该习题中所用的引理2就可将解2改写成只用微分学工具的一个证明. 

只对 fixo ) 〉0写出证明.用拉格朗日中值定理和 M 2 的定义可知成立不等式 

\f / (x)-r(x 0 )\<M 2 \x-xol 


Sapab = - < | S | 彡 2 M 0 


且在 _ : r 0 | < 


fM 


，即 x G [ A , B ] 时有 /'(X) 彡 0. 然后作辅助函数 F ( x ) 


f ( x )~ f ( xo )( x ^ xo ). 在区间[: r 0 , Sj 上对 F ( x ) 应用引理2,就得到 

f ，2 ( xo ) 


2 M 2 

这就提供了 f ( B ) - f ( x Q ) > 

f ,2 M 


彡 F ( D ) - F { x 0 ) 


2 M 2 


綱一誓-她柴， 

又在区间 . U , x 0 ] 上对 F ( x ) 应用引理2,得到 


/( xo ) - f ( A )^ . 合并两者就得到了解2所要求的不等式 

< /⑼ - f ( A )^ 2 M 0 . 

以下已经没有困难.对 f ( x 0 ) < 0的讨论是类似的. 
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2.10.3 近似计算与误差估计（习题 1394-1397) 

在 §2.4 中已经通过微分与函数增量的关系，即 

A / = d / + o ( Ax ) (Ax 0), 

用微分代替增量进行近似计算.在习题 1097-1110 中的许多题都是如此.然而这类近 
似计算只是“以直代曲”，也就是用 f(x 0 ) + nx 0 )(x - x 0 ) 来逼近 f(x), 这只可能在 
Ax = x - x 0 充分小的情况才能取得较好的近似，同时还无法对于误差作出估计. 

在有了带拉格朗日型余项的泰勒公式之后，我们取得了两个方面的重大进展： （1) 
记 Arc = rr -抑，则就是用△: r 的多项式，即泰勒多项式，来逼近函数 /( a :); (2) 对于由 
此引起的误差可以作出估计. 


习题 1394 估计下列近似公式的绝对误差 •. 

( a ) e 1 % 1 + x + 誓 + …+ ^■，其中0彡 x 彡 1; 

( b ) smx^x - 其中 | rr | 彡 

( c ) tanx % x 4* — 其中 | x | 彡 0.1; 

( d ) y/TTx % 1 + 号 一 其中0 O 彡 1. 

解这里都是用函数 f(x) 的泰勒多项式来逼近该函数，因此都可以用带拉格朗日 
型余项来估计误差. 

( a ) 写出 J ( x ) = #在点 x = 0处的泰勒展开式至含有#项，则利用 ( c x )^ - 
对所有正整数 n 成立，就有 

Rn ⑷ = e--(l + x - f ^ + ... + ^-) = 

其中0 < 0 < 1，因此当0 < a : < 1时就可以估计余项的绝对误差限为 

|i?7l(x)l ^ ( n - fl )! < ( n +1)!' ° 

注回顾 §1.2.3 的习题72,其中对于 ： r = 1的情况给出了更好的估计|/^(^)| ^ 
可以证明这对于0 < a ; < 1也是成立的.然而那里使用的是针对数 e 的特殊方法, 
而■这里却是可以用于一大类函数的普遍有效的方法. 


( b ) 写出 f ( x )= sinx 在点 x = 0处的泰勒展开式至含有: r 4 项，则其余项就是 

… 4 =手 5 ， 


fl 4 (x) = 


其中利用了 （ sinar )( 5 ) = cosa ;. 

于是当 | a :| < j 时就可以估计得到绝对误差限为 

-^=3^0 « 0 00026 - n 

注由于 sinx 是奇函数，它的泰勒展开式中偶次项系数均为0.将: r - | x 3 看成 
为三次泰勒多项式或者四次泰勒多项式都是正确的，然而所得到的误差限是不一样的， 


前者要比后者大.在下一个小题中也有同样的问题. 
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( c ) 与上面的小题 （ b ) 相同，写出 f ( x ) = tanz 在点 x = 0处的泰勒展开式至含 
有 x 4 的项，则需要计算 ( tanx )( 5 >. 利用 §2.10.1 的习题1386的解3中的计箅，即有① 

(tan x )( 5 ) = 88 sec 4 x tan 2 : r + 16 sec 6 x + 16 sec 2 rr tan 4 x . 

由于这是偶函数，且在 [0,0.1] 上单调递增，因此只要用 a : = 0.1 代入就得到了 f ( x ) = 

tanx 时的|/⑸(知)|的上界估计.计算得到 （ tanrr ) ⑼ =17.394,于是就可以估计 

x=0.1 

绝对误差为 




120 


17.394 • 10 


1.45 x 10 


□ 


( d ) 写出 /( a ：) = x/TTi 在点 z = 0处的泰勒展开式至含有 a ： 2 项，则 

其中 广 ㈤ = |(1 十 ， 0彡工彡 1， 因此就可以估计绝对误差限为 

I 丑 2( ar )|<| •音=去=0.0625 •口 


习题1396利用泰勒公式对下列各值进行近似计算，并估计误差. 

( a ) S /30; ( b ) ^250; ( c ) ^4 000; 


( cl ) y / e \ ( e ) sin 18°; ( f ) In 1.2; 

( g ) arctan 0.8; ( h ) arcsin 0.45; ( i ) ( l . l ) l/2 . 


分析本题没有提出近似计算的精度要求，读者可以参考《习题集》的答案来做. 
这里只指出这类问题中存在两种可能的误差. 

第一种误差是由于只能取有限项的泰勒多项式而引起的，一般称为截断误差.它可 
以用余项来估计. 

第二种误差是对有限项作计算时带来的舍入误差，这里要考虑每一步的计算需要 
多少位数字才合适，一般可以采取多留几位的方法. 

如果是手算，请参考前面 §1.2.3 的习题72中对于数 e 的近似计算过程，这里不再重 
复.如果用计算器来计算泰勒多项式，则由于计算器一般有10位有效数字，而平时遇到 
的多数问题中的误差要求没有这样髙，因此己经足够. 

下面只对于上述习题的9个小题中的 （ a ) 和（句写出解答过程. 

解 （ a ) 为计算^30,先找出与30最接近的立方数27,然后将根式写成为 

^30= ^27 T 3 = 3 - 0 +皆， 

然后就可以用 a = j - 的二项式函数 （1 + ㈡ 士的泰勒展开式来做. 

利 i 恒 € 式 sec 2 z = tan 2 x + 1 可以得到较简短的 形式： 

(tan : c)( 5 ) = 120 sec 4 x tan 2 ar + 16 sec 2 x. 
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由于本题没有事先要达到多少精度的要求，因此我们看只用含有二次项的泰勒多 
项式能达到什么样的精度.这时有 

獅 = 3 ( 1 + l. W.H 宇 ) ■★)+&• 

用计算器求出近似值为 3.106995 885. 为了决定其中几位是可靠的，需要估计余项. 

写出 

(- 1 )(- 1 ) 


丑2(工 ） = 3 . 


3 


3! 


(1 + 6x) 3 x' 


其中0 < 0 < 1. 于是可以估计得到 




10 


3 2 .3! 




2.54 x 10 


由此可见取_ « 3.107 时可确保写出的数字都是精确的，也就是说误差不超过 
0.5 x 1( T 3 , 或者说^30介于 3.106 5 到 3.1075 之间(读者可以参看本书在 §1.1.5 开 
始时关于精确数字的定义的解释 .） 

用计算器求出3.107 232 506,可见上述分析是正确的，即取到二次项时只能 
保证前4位数字是可靠的. 


由于《习题集》的答案中也是3.1072,可见该书的作者在做本题时所用的项数至 
少包含了 x 3 项在内.读者可以…试.从略 .口 


解 （ d ) 计算 v /5 有两个方法.第一种方法是用泰勒公式并用拉格朗曰型余项估计 
误差，第二种方法是模仿习题72的做法，实际上就是用无穷级数来做.从习题 1394( a ) 
可见在误差估计方面后者可能更准确一点. 

下面我们用第一种方法做. 

如上面在解小题 （ a ) 所说，在没有指定精度要求情况下的计算带有盲 B 性.为此 
用“逆向”思维方法，即先看《习题集》的答案是1.64872,这表明误差不超过 0.5 xl 0_ 5 . 
然后来看应当取多少项. 

利用习题 1394( a )， 当 P 中的 2 ： = | 时有余项估计 

1.7 

( n + l )!2 n+1 ， 

.7. 然后经过尝试知道取 n = 6时 


①如果读者已经学过无穷级数中的莱布尼茨型级数（见《习题集》 §5.2), 就应当知道它的相继部分和作 
为级数和的近似值恰好给出了上界和下界，并由此形成一个长度趋于0的区间套，这个区间套的公共点就是 
级数和.此外，用某个部分和作为级数和的近似值时，其误差不超过弃去的第一项.由于的泰勒级数 
从第二项起就是莱布尼茨型级数，因此可以知道本题的 3.106996 是下界，而它加上 2.54 x 10- 4 后是上界. 
于是^30介于 3.106 996 到 3.107250 之间. 


队 ⑷ 1 《 (n + 1)! ' 2^" ^ 

£ 

其中0 < 0 < 1，并利用 1.7 2 = 2.89 > e ，取 e 2 < 1 
Re ^ 2.64 x 10~ 6 满足要求. 

于是有 



6 了^ 1 + 丄十丄.丄 + 丄.丄 + 丄.丄 + 丄.丄+丄.丄 
十 2 卞 2! 2 2 3! 2 3 4! 2 4 5! 2 5 6! 2 6 

« 1.648719 618. 

利用前面的误差分析，又考虑到#的无穷级数展开式中当 : r > 0时每一项大于0, 
因此可见 v / S 的值介于 1.648719 与 1.648 722 之间，因此取 1.648 72就保证每一位都是 
精确数字，即误差不超过 0.5 x 10- 5 .用计算器可计算出1.648 721271，与以上分 
析一致. □ 


2.10.4 局部泰勒公式的一些应用（习题 1398-1413) 


如前所说，局部泰勒公式就是带佩亚诺型余项的泰勒公式. 

这里的第一个应用是用于极限计算（己见于 §2.9.1 的习题1333的解 3). 

习题 1398-1406 是使用局部泰勒公式计算极限的常规题.这里建议，在计算中应同 
时考虑使用等价量代换法等方法，这样可避免在泰勒展开式时作过多的不必要计算. 

习肢 1406( a ) 求 li ' 士 (+- cot X ). 

解1将 cotrr 写成正弦函数除以余弦函数的商，然后作泰勒 展开： 
lim 丄(丄一 cota :) = lim - Si ^.-° SX - 

: e— 0 X \ X / : r— 0 S1TIX 

x — 备 : r 3 -: r(l 一 \x 2 ) + Os 

= lim ——2-- 

1—0 x 


解2 


=-1 + y = "5 ■•口 

如果能利用 tanrr 〜: r ( a : — 0) 并记得关于 tanx 的泰勒展开式，就有 


lim 丄— cotx ) = lim x ~~ x =： lim 
x-*o x \ x / x-*o tan x x-*o 



T * 


习题 1406( b ) 求 lim 


sin(sin x ) - x • v^l - x 2 


lim 


解如下处理即可 求出所要 的 答案: 
sin ( sinx ) — x - v^l — x 2 



sinx — 士 sin 3 工 + * sin 5 x + 0 7 ) - :r (1 - yx 2 - ~ x 4 + 0 6 ) 
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-( 卜如 3 



ik + H - □ 


丽 + + 


接下来的习题 1407-1409 是求给定函数当 a : 
给出习题1407的 解答. 


0时的主项 Cx n , 其中 C # 0. 下面 



习题 1407 求 y = tan (sin x) - sin(tanx) 当 a: — 0 时的主项 Cx n {C ^ 0). 


解由于 yOr ) 是奇函数，其主项的次数必是奇数.经尝试知道主项不低于五次项. 
在 § 2 . 10.1 的习题 1386 的基础上，试用 

tanx = x -\- ■^工 3 + 吾 x 5 + cx 7 + 0 ( x 9 ) (x — 0 )， 

其中系数 c 暂时不必求出.然后作以下 展开： 


tan(sin x ) = sin x + y 


吾 sin 5 x + csin 7 x + O9 


=(x - | a ： 3 + 士工 5 - jr ^ 7 ) + + (工 3 一如 5 + (去 + 斋 K ) 


(工5 - | x 7 ) - hex 7 -hOo 


= X ^- T x ■ 40 x 卞 — i 丁勹 x 丁^ 9 0 

sin ( tanx ) — tan x - + tan 3 a ; 十 tan ° x — yp tan 7 x + O9 

=( x + i x3 + i5 xb + cx 7 )~ U x 3 + x 5 + ( j + ^ y ) 

+ ^ o { x5 + J x 7 )~ l \ x7 + ° 9 

= x + i x3 -^ x5+ ( c -W + ^^ Tf ) x7 + ° 9 (卜 

于是就可看出主项为 Cx \ 并得到 

y= im -i + W" ^)x 7 + 0 9 = 士 x 7 + 0 9 Or 一 0). 

即所求的主项是 lx 7 . 口 


- 77T 怎、 


360 


一皆 + C ) x 7 + 0 9 (x 一 0)， 


⑴， 


= (1- 


即所求的主项是 


30 


注从上述计算过程可见展开到 o : 7 是必要的，然而却并不需要系数 c = 1 ^的具 
体数值，同样也不必计算出 7 ! = 5040 . 

习题 1410 的三个小题都是按照一定的渐近性态的要求来选取待定系数，其中后两 
个习题是用有理分式函数来逼近其他函数.下面讲解其中之一. 


习题 1410.3 选择系数>1， S ，(7 和 D ， 使得当 x — 0时有渐近等式 

eI - irtw + 0(g6) (卜 0) . 

解确定 4 个待定系数一般需要 4 个条件. 

将渐近等式的两边乘以1 十 Ca : + Dx 2 , 就得到 
1 十 Ax 十 Bx 2 = e z (l -H Cx -t- Dx 2 ) + O 5 

2 3 4 

=(1 -f x + ^2 - 4 - + -^-)(1 4 - Cx 4 - Dx 2 ) -f O 5 

= 1 十 （1 + C)x + 十 C* + D)x 2 

+ (D + 等 + *)x 3 + (-j- + 警 + 去 ) 怎 4 + O 5 (x -* 0). 
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等置两边的同幂次项的系数，就得到关于待定系数的线性方 程组: 

1 + C = A 




+ C + D = B ， 




6 


= o> 


普 + 誓 + 去 = 0 . 


即可解出 


火 = T ，B = 


12 


一4, D = 


□ 


2 ， 12 • 

下面的习题 1411 是推导近似公式，有 4 个小题.解答其中的第2小题. 


习题 1411( b ) 设 ㈨ 为小量，推导 \/ j ^ f 的简单近似公式. 


解以 a ; — 0时的: r 为一阶无穷小最，推导 如下: 


+ X 3/ 1 - X 3 / t § 2 x 3厶 2 x 

3 一 \/TTF - V 1 + - V 1 一 TTT 

+ f 芒 + °2) - (卜 j 


2 x 


x 


(h) 


4 


= yx -h () 2 {x -* 0), 

可见近似公式为 fa : .口 

下面是两个应用题.它们都是关于圆弧长度的近似计算方法. 

习题 1412 设 rr 的绝对值为小量时，推导 

x = asinx -f 0 tan x 

的近似公式， 精确 到含: T 5 的项.利用这个公式给出对小角度弧长的近似求法. 

解用局部泰勒公式得到 

a sin x + /3 tan x = oi(x -音 a : 3 + x 5 ) 

+ /3(x + 去 x 3 + -^x 5 ) + 0 7 (x — 0 )， 

于是应当使得 a + 0 = 1，—皆 a + = 0,这样就解得 a =吾，/3 =去，且同时 就有： 

+ j tan rr — -^-x 5 -f O 7 (x 

于是对于半径为 i ? 的小角度: r 的弧长 s 有近似公式 

s = Rx ^ 丑 d sinx - I - y tana : - □ 

注对于圆半径= 1， 看角度 x 并非很小的情况.对于 z = 71/8 « 0.392699, 
公式的前两项给出 0.393193, 小数点后的前三位是精确的.在减去士 x 5 之后则得到 
0.392 7 2 7,取 0.392 7 则精确 到小数点后第四位. 


X = J 


―> 


0 ). 
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§2.10 泰勒公式（习題 1376-1413 ) 



习题 1413 估计如下的切比雪夫规则的相对误差：圆弧的长近似聲于等腰三角形 
的两腰长之和，这个三角形的底边是这段弧的弦，高为这段弧拱高的 

馨 

解不妨设圆半径为单位长度.如附图所示，圆 弧& 
长等于其圆心角 a ；， 弦= 2 sinf ， 圆弧的拱高（即矢) 
CD = 1 — cos ^ 

: \fi CD = \j3 

于是等腰三角形的两腰长之和为 



ED 


I ，题中的等腰三角形的髙 

^•(l-cosf 


习题1413的附图 


AE + EB = 2^ sin 2 号 + 音 • (1 一 cos 号) 2 . 


用泰勒展开式计算根号下的表达式得到 


.2 X 


4 


f + i . (1 . cosf)2==i + t 


x R x 


=喜 + i cos rr -喜 cos I 




"3 


备_嘉) 

X 4 


= f + 

_1 (1 _誓 + 2 4 .24 

= t -" 5fk + ° 8 (x — 0) . 


x ' 


2 6 .720 


) + o 8 


于是误差为 


AB -{AE + EB ) = x 一 

=X 一 xyj 1 — 


x ' 


5 760 


o 8 


X 


o 6 


=X — x(l — 


1440 

1 ° 6 ) = 


2 880 


+ 0 7 (x — 0). 


可知相对误差限为 


% 


x 


□ 


2 88(T 

注本题和上题都是关于圆弧长度的近似计算方法.从上题的计算可知，若用 sin 工 
与 coso : 的组合计算，则相对误差限为因此本题的切比雪夫公式要精确得多.例如 
对于 z = tc /8, 则该公式给出 0.392 696, 小数点后的前五位都是精确的. 

小结从以上的应用可见，局部泰勒公式虽然不能用于估计绝对误差限，但还是可 
以用于估计得到与 x — 0有关的相对误差限，这对于评价近似公式是有用的. 
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§2.11 函数的极值.函数的最大值和最小值（习题 1414- 1470 ) 


内容简介 本节包含了关于求极值与最值的基本习题，此外还有极值问题在某些 
不等式与函数之间的绝对偏差等方面的应用. 

按照《习题集》在本节的前言，所用的极值概念在其他文献中常称为严格极值，即 
在极值点吻的某一个邻域内函数值/(卻）严格大于（或严格小于）其他点上的函数值 • 
请读者注意，将极值限制为严格极值概念也会带来一些不便.例如，在区间上的函 
数的最值点若不是端点的话，就不一定是满足严格要求的极 值点. 这对于费马定理和罗 
尔定理的叙述或证明也会造成麻烦.但就本节涉及的习题而言没有什么问题. 

2.11.1 极值的研究（习题 1414-1428) 

由于极值概念具有明显的几何意义，因此在本小节的习题求解时建议多从几何上 
观察问题及其答案，在有可能时利用 §1.4 所学的作函数草图的技巧是有 用的. 反过来 
说，在确定了单调性与极值点之后，函数的图像就可以作得更准确了. 

习题1417 研究函 数?/ = x m ( l - xr 的极值，其中 n ， m 为正整数. 

分析从几何上看， 2/(0：) 的图像在 x = 0 的邻近与，相似，在 : r = 1的邻近则与 
{ l - x ) n 相似，而 a: m 在 rr = 0 以及 （1 一 :r) n 在 x = 1 是否取到极值，则取决于 m，n 的 
奇偶性，因此 m ， n 的奇偶性对于 x == 0,1这两个点是否是极值点有重大关系. 

另一方面，从 1/(0) = y ( l ) = 0和 y (: c ) 在 （0,1) 上大于0,就可以从连续函数的最值 
定理知道在 [0,11 上的最值在 (0,1) 内达到.于是由费马定理知道在该点处导数为 () .这 
样的点的存在性也可以从罗尔定理知道.于是本题的答案大体上已经清楚 .口 


解 求导数得到 


〆 = - x) n - nx m (l - x ) n - 1 
= 」（1 一 J：) n_1 • [m - (m + n ) x ] 


就可以解得 2 / =0 的三 个根: 


X\ = 0, X2 = 


怎 3 = 


先看点 A = 0. 在该点的邻近， y f ( x ) 的符号与 m 的奇偶性有关.若 m 为偶数，则 
m - 1为奇数，在心= 0左侧邻近 〆 < 0,在其右侧邻近?/ > 0,因此心= 0是极小值 
点,极小值为0.若 m 为奇数，则 m - 1为偶数，在 : n = 0两侧都有2/ > 0,因此?/在 
X ! -0 的一个邻域内严格单调递增， X ! =0不是极值点. 

x 2 = E (0，1).在该点邻近导函数 y '(: r ) 的符号由其表达式;的最后 

一 个因子 m — (m + n ) x 的符号决定，因此可见在点奶左侧邻近 2 / > 0,而在其右侧邻 
近 〆 < 0,因此 x 2 是极大 值点. 极大值为 

/( 工 2) = 


(m + n ) m ' 
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在点 x 3 = 1邻近， y \ x ) 的符号与 n 的奇偶性有关.用与 m 同样的讨论知道，当 n 
为偶数时2： 3 = 1是极小值点，极小值为 0. 而当 n 为奇数时2/在 x 3 = 1的一个邻域内 
严格单调递减，: r 3 = l 不是极值点 .口 

练习建议读者对 m , n 的奇偶性的四种组合情况分别作出示意图. 

习题 1420 研究 + + + 1 的极值，其中 n 为正整数. 


解此题不容易从几何上考虑.直接求导得到 


y ’ = { 


X n 


2 ! 


(n — 1)! 


卜 —( 1+T + 杳 + ••■ + 普) 




可见？/ = 0的唯一解是 rr = 0.这时 n 的奇偶性起决定性作用. 

当 n 为偶数时， 2 /在 a : # 0时总是小于0,因此 y 在 (- oo , + oo ) 上严格单调递减, 
而当 n 为奇数时，2/在 rr < 0时大于0,在 x > 0时小于0,因此: r = 0是极大值点，极 


大值为 1. □ 

注 l+x + 4 + ... + f 是 e * 在 : r = 0 的泰勒多项式.本题反映了它们的特 
殊性质.这方面还诗参考 [23 j 的第八章第二组参考题 4. 为了对本题的函数有点感觉， 
在下面的附图中分别列出了 n 为偶数和奇数的4种情况供参考.显然无论取什么 n , 


?/(+ oo ) = 0和 y (- oo ) = oo 总是成立的 • 



习題1420的附图 


习题 1423 研究函数 f(x) = (x- x Q ) n ^(x) 在点 x = x 0 时的极值 （ n 为正整数)， 
其中函数 ( f ( x ) 在 a : = x 0 时连续，且 (p{x 0 ) ^ 0. 

解由于只知 々 (X) 连续，只能直接考察 f(x)~ f(x 0 ). 利用 f(x 0 ) = 0,因此就有 

/⑷— f (工 0) = f ( 工 ) =(X - x 0 ) n ip(x). 

从 (f(x) 在点 x 0 连续且 ( p ( x 0 ) ^ 0,可见在点: c 0 的一个邻域内 (p(x) 与 lp(x 0 ) 同号•于 
是当 n 为偶数时，在 x 0 的上述邻域内，只要 Z 一 xo , /( a :) _ f(x 0 ) 就保号，即:为极值 
点.可以看出，当 cp(x Q ) > 0 (< 0) 时，： c 0 为极小（大） 值点. 极值 f(x Q ) - 0. 

反之，当 n 为奇数时，/(啲在 2 :=抑两侧取相反的符号，因此 x 0 不是极值点 •口 
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习题1425如果函数 f ( x ) 在点 rr 0 处有极大值，那 
么在这个点的某个充分小的邻域内，能否断定这个函数 
f ( x ) 在点抑的左侧是递增的而右侧是递减的？ 

考察 例子： f { x ) = 2 — x 2 (2 + sin 其中 x / 0, 

/( 0 ) = 2 . 工 

解题中提供的例子表明，虽然我们经常从 / 在点 
x 0 左侧递增、右侧递减来判定抑点是极大值点，但这只 
是充分条件，并不是必要条件. 

如图所示，函数 f ( x ) 的图像夹在两条虚线之间，它 
们的方程是 

y = 2 — X 2 , y = 2-3x 2 , 



习題1425的附图 


再由于/(0) = 2,这就保证了 f ( x ) 在点 rr = 0处极大. 

另一方面，从 x_0 时的导函数 

f ^ x ) = -2x(2 + sin +) + cos | 

可见，当㈣充分小时， 导数尸 ( x ) 的符号完全为上式右边的最后一项 COS | 所决定，因 
此 f ( x ) 的图像在点 (0,2) 的两侧无限多次振动，从而不可能是单调的 . 

注这里主要还是利用了 §2.1.3 的习题991中的函数 /(z) = x 2 sini- (x ^ 0) ? 
/⑼= 0. 还可以参考 §2.7.1 的习题1287,其中构造了在某点单调但在其任邻域内不 
单调的例子. 




习題1426的附图 


习题1426证明，函数 

f(x) = e (x / 0) 且 /(0) = 0 
在点: r = 0 处有极小值，而函数 

g{x) = xe~^ (x _ 0) 且〆 ()） = 0 
在点 x = 0处没有极值,尽管有 

/(，) = 0, 分 ㈨ (0) = 0(n = l，2，...). 

作出这些函数的图像. 

解 f ( x ) 在: r # 0处均大于0, /(0) = 0, 
因此 x = 0是极小值点（见附图⑷). 

在 a: / 0时将 g(a;) 对 x 求导得到 

作 )=( 1 + 分 -士， 

可见是严格单调递增函数，因此没有任何 
极值点（见附图 (b)). 
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在 §2.5.5 的习题1225中，己经证明了对所有正整数 n 均有/⑻⑼= 0. 在这个基 
础上就容易证明对所有正整数 n 也有 ^>(0) = 0. 为此只要对 g ( x ) = xf ( x ) 用莱布尼 
茨公式得到 

夕⑷⑷= ; r / ⑷ ( rr ) + n /( rl - 1 )( a:)，n = 1，2,…， 

令 x = 0 代入，可见所要的结论成立 .口 

注本题的函数 f ( x ) 的图像已见于附录一的习题 279( e ), 又见于 §2.5.5 的习题 
1225的附图中的分图 （ a ). 在那里对于该图像为何在 a : = 0附近极其平坦作了解释.用 
§2.10 的泰勒公式的语言来说，函数 /( a :) 在点 : r = 0的每一个泰勒多项式都是零多项式. 

习题1427研究下列函数的极值 

( a ) f { x ) = e " W + sin (x ^ 0) J . /(0) = 0; 

( b ) f ( x ) = e + cos 士) (x / 0} 且 /( O ) = 0. 

作出这些函数的图像. 


解 （ a ) 由于> 1，因此 f ( x ) 在: T 笋0时大于0,可见 X = 0是极小值点. 
为了研究其他点是否会是极值点，求导得到 

f ’( x ) = e 何 .^ sgnx (\/2 + sin ■—) - cos 士)， 

利用对任何 a 都有 


I 土 sin a 土 cos a | 彡 y /2, 

可见 f ( x ) 只在离散点上会等于0,因此在 :r > 0时/严格单调递增，而在 : r < 0时/严 
格单调递减，所以 /(: r ) 除 x = 0之外没有其他极值点. 

( b ) 讨论与⑷相同，从略. 

两个函数的图像略有 差别： 两者的水平渐近线不同， （ b ) 是偶函数 ： （ a ) 不是 .口 



习題1427的附图 


习题1428研究函数 

/⑷= | x |(2 + cos +) 
在点 a : = 0的极值，并作这个函数的图像. 


(: r # 0) 且 /(0) = 0 







解容易看出 : c = 0 是极小值点. 

本题表明在极小值点 x = 0 的任何一个邻域内函数 
f ( x ) 可以有无穷多个其他极值点.如附图 所示， /( x ) 为偶 
函数，它的图像夹在 2 / = M 和 y = 3M 之间，而当 |:r| — 0 
时有无穷多次振动. 

为了确切了解这样的情况，只需要计算 x ^ O 时的导 
数.以下只看 a : >0的情况.从 

/’(re) = 2 + cos 士 + 丄 sin 丄， 



习題1428的附图 


可见，由于前两项的绝对值不超过3,当 |x| < ^•时，在使得 sin 丄等于士 1的点 o: 处， 

X 

导数 f ( x ) 的符号完全由 sin 去 决定. 这已经可以推出 /' ⑷的符号当 x -^0 时一定有 
无穷多次变号，从而 f ( x ) 有# 穷多个极大值点和极小值点 .口 

2.11.2 极值、最值和确界的计算（习题 1429-1455) 

习题 1429-1444 是一些简单的极值计算，我们只举两个例子. 

习题 1436求 j / = x ^ x ^ l 的极值. 


解从对于指数为 +的幕 函数的了解可知在点 re = 
1处本题的 y (： r ) 不可微/除了这个点之外，可以直接求导 
得到 



习题1436的附图 


y'{x) = (x - 1 ) 3 + 号 (x - 1) 3 

= (|x- 1)(0 ： -1)*3 (x ^ 1), 


可见在点 x = | •处2/ = 0,且在其左侧邻近2/ < 0,而在其右侧邻近 〆 〉0,因此 
x = j - 是极小值点.极小值/(-|)= 一香 • ★ =-且|呈 ％ 0.472. 

在不可微点0： = 1 附近 〆 > 0,因此它不是极值点 .口 


习题1444求2/ = | x | • 的极值. 


解 可以用分段处理的方法克服绝对值号带来的不 
便（参考 §1.1.4 的习题26的解 2). 

在（-00, 0) 上 y = - xe x ^' 1 1 导数 〆 = e x i (-l - x ), 
可见 x = -1 为极大值点，极大值 e _ 2 » 0.135. 

由 2 /( 0 ) =0,而当 : r /0 时 y ( x ) > 0,可见 z = 0是 
极小值点，极小值 y (0) = 0. 
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在（0, 1) 上 y = xe — 1 , y f = e x ~\l + a :) > 0,因此没有极值点. 

在（1， + 00 ) 上 y = xe 1 - 2 , y 1 = e l ~ x (l - x ) < 0,因此没有极值点. 

由以上讨论可见 : c = l 是极大值点，极大值 y ( l ) = l .口 

注此题中的 x = 0和 x = 1都是函数的不可导点（角点)，但恰好都是极值点.这 
说明在寻找极值点时,不能放过对于不可导点的分析. 

习题14 4 5-1449是求最值.对于定义域为有界闭区间的连续函数，则可用连续函数 
的最值定理肯定最大值点和最小值点的存在.区间上的连续函数若只有一个极值点，则 
它就是最值点.如果最值点不是区间的端点，则就是极值点（它可能是不严格的极值点). 


习题1447求在区间[-10,101上的函数 f ( x ) = | x 2 — 3 a : + 2|的最大值和揿小值. 


解 从 re 2 - 3 x + 2 = (:r - l )( x -2) 可见 ， x = l ,2 处函数 f ( x ) 达到最小值 0. 

在（-10, 10) 中只有驻点计算出 /(•!) = 然后与边界上的/(-10)= 

132和/(10) = 72作比较，可见最大值是132 .口 

习题 1450-1454 是求确界的计算题.确界能够达到就是最值.在求确界时除了考虑 
极值点和端点之外，还要考虑其他因素.例如，若 f ( x ) 是区间为 ( a , - hoc ) 上的连续函数， 
则还要考虑 /(a + 0) 和 /(- foo ) (如果它们存在的话). 

习题1451求函数 /(: r )= ( 1 + 2 ；十>|^ + ... + €^ 6 -*在区间（ 0 ，+ 00 )上的下 
确界和上确界. n， 

解 利用 §2.11.1 的习题1420的结论，知道 /( a :) 在[0, + oo ) 上非负严格单调递减， 
且有 /(+ oo ) = 0 (参考那里的分析与附图).由于已知/(0) = 1，但 rr = 0不属于本题所 
考虑的 K 间，因此就得到 sup f ( x ) = 1, inf f ( x ) = 0. □ 

x€(0,+oo) x€(0,+oo) 

习题 1454.1 求函数 /(O = 在区间 x < ^ < + oc 上的下确界和上确界，并 

d +纟 

作出函数 

M (; r )= sup /⑹和 m ( x ) = inf /(0 

x<^<+oo x<^<+oo 

的图像. 

解 由于题中对 X 不加限制，因此需要在（-00, + OG ) 上分析/⑹的确界. 

直接求导得到 

州 = 3 + f - 2 《 -2《 2 = 3U 
J …一 (3 +《 2 ) 2 一 （3 + C 2 ) 2 ， 

再利用3 - 2 C - C 2 = (3 + 0(1 — 0,可见/⑹在 (- oo ,-3] 上严格单调递减，在[-3, 1] 
上严格单调递增，在 h + oo ) 上严格单调 递减. 又注意到 /(± oo ) = 0. 于是/(《）在 
(- cx >,+ oo ) 的点《= -3 处达到最小值/(-3) = -1, 而在点 C = 1处达到最大值 

/( I ) = \ (参见附图的分图 （ a )). 




由此就容易确定所要求的两个函数为： 



1， 

X > 1 


和 


m ( x ) = 



x 彡 -3 ， 

—3 < x 〈 — 1 ， 

X ^ -1. 


下面的附图中分别作出了 /⑹， A /( x )， m ( o :) 的图像（本题的 M ( x ), m ( x ) 的定义与 
§1.7.5 的习题748中的两个同名函数不同) .口 





习題 1454.1 的附图 


习题 1454.2 设 

Mk = sup |/ w ( x )|, fc = 0， l ，2, …， 

假如 f ( x ) = e _a：2 , 求 Afo , Mi 5 A / 2 . 

解显然 Mo = 1.为求，计算 
f ’( x ) = — 2 xe " /"(怎) = e _l2 (-2 + Ax 2 ). 

由于 f ( x ) 是奇函数，只要在 [0,+ oc ) 上研究它.由于 
八0) = 0,尸 (+ QO ) = 0,因此广⑷在这个区间上有最 
大值或最小值，它的绝对值就是.从 f "( x ) = 0解出在 

a : > 0时 f f ( x ) 的唯一极值点为 : r = 今、 因此就有 

Mi = \r(-^-)\ = V2e~^ ^ 0.858. 

同样为求 M 2 , 需要计算 

f ’"( x ) = e "'* 2 (8 x + 4 x — 8 x 3 ) = 4 e ~ x 2 x (3 — 2 x 2 ). 



由于 f r , ( x ) 是偶函数，只要在 [0,+ oo ) 上研究它. 


习題 1454.2 的附图 
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从 /"' ⑷= 0的根为知道在[0, yi] 上/〃严格单调递增，在 [yf , + OC ) 上 
严格单调递减.计算得到 

广(\/? )= 扣 吾 ^ °- 893 ' 

然而与/〃⑼=-2相比后可见 M 2 = 2 .口 

注在附图中作出了 /，/',/〃的 图像. 可以注意到 z = 土 f 分别对应于/⑷的 
图像中的拐点， fix ) 的极值点和 f ff ( x ) 的零点. 

下一题是极值问题在数列研究中的应用，有三个小题.这里讲第3小题. 


习题 1455( c ) 求数列拆 （n = l ，2, …）的最大项. 

解将离散变景 n 连续化，讨论函数 /( x )= rr +， x 彡 1. 

为研究 f ( x ) 的极值点，用对数求导法得到 

f (x) = x i(^y = x i.l^ > 

可见/(4在 | l ， ej 上严格单调递增，而在 [ e , + oo ) 上严格单调递减.因此在数列 { 
中最大的项只可能在 n = 2和 n = 3之中. 

从2 3 < 3 2 可以知道 v /2< S /3, 于是最大的项就是数列的第三项 口 

注在 §1.2.2 的习题65的解3中，不用微分学工具就己经解决了本题的问题. 


2.11.3 不等式证明（习题 1456) 

习题 1456.1 和 1456.2 共含6个不等式.下面列出前5个并讲解其中后两个. 


习题 1456.1 证明下列不 等式: 


( a ) |3 x - x 3 | < 2,其中 | x | 彡2; 

( b ) 2^T 彡 # + (1 _ x) p 彡 1 ，其中 0 < rr < 1， p > 1; 


(㈣ 一 ^7^ 


a m + n , 其中爪>0,71>0和0彡0：彡 


( d ) 4- a n < x + a , 其中 x 〉 0 ，a > 0, n > 1; 


( e ) |asinx - j - 6cosx| ^ va 2 + ft 2 . 



分析从前三个小题的不等式形式可见，只要研究函数的最值即可证出.其中的 

( c ) 若两边除以 a m + n , 则可引用 §2.11.1 的习题 1417. 下面给出后两个小题的解 .口 

( d ) 解此题表面上看似乎与极值或最值无关，但利用 rr , a 都大于0的条件，且关 
于 a ;， a 为齐次，将中间的函数除以 x + a , 就得到等价的不等式 

-- n-T ^ ^ 1 ( x >^ a >^ n > !)» 

2 ^ 




将中间的函数记为 f ( x )， 则只要能求出/在 （0，+ oo ) 的上确界和下确界就足够了.由于 
上确界为1是明显的，下面只要证左边的不等式. 

将 f { x ) 的分子分母同除以 xAt = a / x , 并为了计算简单起见令 

卯)=端’ 

于是只要求出 G ⑴在（0, + oc ) 上的下确界后再开 n 次根即可. 

将 G ⑷对 i 求导得到 

= ntn ~ l - 必 + 門 

K ) 一 （ 1 +# _ (i+o n+1 

= TTT %^" 1 + - (1 + nl = 1 &^ 1 ， 

可见在纟 =1 处 G ⑴达到最小值 G ( l ) = \/2 n -\ 因此所要求的下确界是这 
就证明了不等式 .口 


( c ) 解 1用中学数学关于正弦函数与余弦函数的叠加知识已可解决.设〜6不同 
时为0,于是 a 2 + b 2 > 0.从 


Va 2 + b 2 


b 

x/a 2 + b 2 


f{x) = asinx + ftcosx = y/a 2 4- . ( —：^, a — sinx H - cosx) 

v Va 2 + 6 2 va 2 + b 2 / 

就可以确定角 w e [0,2 tc ), 使得满足 

cos (p = ^ ^ , sirup = , - ^ _ ， 

Va^+fr 2 V Va 2 + b 2 

从而得到一个重要的 等式： 

f{x) = Va^ + 6^(sin x cos (p + cos x sin tp) = y/a 2 -f- 6 2 sin(x-h^). 

由此即得到所要的不等式 |/( x )| ^ y /^ T ^. □ 

解2用平均值不等式< X ^ 2 也可解决.将 / Or ) 平方即有 

f 2 (x) = a 2 sin 2 x -f 2(acosx)(6sinx) 4-6 2 cos 2 x 

< a 2 sin 2 x + (acoex) 2 + (fesinx) 2 +6 2 cos 2 rr = a 2 + 6 2 •口 
解 3 用柯西不等式（即 §2.7.2 的习题 1293) 的证明可能是最简短 的了： 

|a sin x + b cos x| 彡 y/a^ + ft 2 • \j sin 2 x 4 - cos 2 x = y/a? + b 2 . □ 

解 4 用微分学也可给出简短的证明. 

由于 / Or ) = a sinx + 6 cosx 是周期连续函数，因此有最大值 M 和最小值 m . 利用 
/(^ +旬=可见 m = - M , 因此有 |/( x )| ^ M . 以下只要计算最大值 
根据费马定理，达到 M 的点抑处导数为 0. 于是有 

/'( 工 0 ) = acos3：o — fesinxo = 0. 

利用这个关系即可计算得到 

A/ 2 = f 2 (xo) = (a sin x 0 4 - bcosx 0 ) 2 

=cl 2 sin 2 x 0 + 2(a cosx 0 )(fesina ： o) + 6 2 cos 2 xq = a 2 + b 2 . □ 
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2.11.4 偏差计算（习题 1457-1461) 

这里的几个习题与两个函数 f ( x ) y g ( x ) 在指定区间 ㈤ 61上的绝对偏差 

△ = sup \ f ( x )- g ( x )\ 

a^x^b 

有关.若其中三0,则就是函数 f ( x ) “与零的偏差”. 

下面只举与二次函数的最佳线性逼近有关的两道题.其中的第一题可看成是用零 
次多项式（即常数）在丨-1， 1] 上来逼近 a : 2 . 


习题1458当参数 (? 选为何值时，多项式 


P ( x ) = x 2 -\-q 

在区间丨-1， lj 上与零有最小的偏差，即 


Ep = sup \ P ( x )\ = min . 

-Kx^l 


解如右边的附图 1 所示，作出了 g 时的 

\ P ( x )\ 的图像.问题是要对每一个 g 求出 | P (: r )| 在卜1，11 
上的最大值，它是 g 的函数，然后再对于 9 取最小值. 

分两步来做.首先引入参数 g 的函数 

F ( q ) = sup \ P { x )\ = max \ x 2 + q \, 

并求出它的值，然后再求 minF ^). 



习題1458的附图1 


如前面求最值与确界问题中所说，为了求 F ( q ), 只要列举出 P ( x ) 在区间1- l ， lj 上 
的极值和在端点处的值，取绝对值后选取其中的最大数即可. 


于是有 



尸⑷ = max {| P (- l ), P (0), P ( l )} = ma^{|l + 札 | 7 |}. 

然后分别在 (- oo ,- l ], [-1,0] 和 [0, + oo ) 上讨论 F ( q ) } 
或者如左边的附图2所示，先用虚线作出|«?|和 |1 + 的图 
像，然后在纵坐标方向取它们的最大值，用粗黑线表示，就 
可以得到 


尸⑷= 


—q 、 


9 < - 


2 


9+1， q 


2 . 


可见最小偏差 min F { q ) 在9 = _音时达到，且同时有办=音 .口 


在习题1458的基础上，我们可以解决下一题中的更复杂一点的最佳线性逼近问题. 


习题1460函数 f { x ) = x 2 在闭区间 [ x u x 2 ] 上用线性函数 

g { x ) = ( a：i + x 2 )x + b 

近似代替，使得函数 /( x ) 和的绝对偏差是最小的，求这个最小的绝对偏差. 
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第二章一元微分学 


解这里的参数是 &. 引入函数 


F ( b ) = max \ x 2 - (xi + x 2 )x - b\ y 


问题就是求出 F ( b )， 然后求其最小值.（这是一个典型的 min max 问题 .） 

为用习题1458的结果，可用线性变换将区间 b 1? x 2 ] 变换为 hMl . 为此令 



X — 


Xi +X2 
2~ 


X2 - Xi 


则当 X 从 A 递增到 IT 2 时， i 从-1递增到1，于是就可以将 F ( b ) 变换为 


F(6)= 二 J ( x - 

( x 2 - Xi ) : 


Xi ^x 2 
2 


)V(-6- 


(^1 + 怎 2): 

"4~ 


4 


• max \ t 2 


qI 


其中的参数 


46 十 （rri + X2) 2 
q 一 ( rc 2 - xi ) 2 


最后，引用习题 1458 的结果，就知道当参数 g = -也就是 


b 




一工 i ) 2 


2 


一（ X】+ X2) 2 


= - + (xj + 4 +6X1X2) 

时， /( a :) = : r 2 与 g ( x ) = ( x \ 4- x 2 )x + b 的绝对俯差达到最小值 

A =|( x 2 - X !) 2 . □ 


n 



⑷ 



习题 1460 的附图 


注以下配合附图作几点补充说明.（附图中取心<0< 
x 2 , 但以下说明对于其他情况都是成立的 

(1) 如习题1460所说，其意义是在指定的区间 [ x u x 2 ] 上用 
线性函数# ( a :) = (zi + x 2 )x + b 逼近抛物线 /( a :) = z 2 时，如 
何选取 fc 才能使得两个函数在 [ x u x 2 ] 上的绝对偏差最小.为 
什么这条直线的斜率是 A + x 2 ? 它有什么意义？ 


如左边的分图 （ a ) 所示，在区间 [ a : 1 , X2 ] 上的抛物 线？/ 
的两个端点记为4和 S ， 则连接它们的弦的斜率是 

x 2 ~ 

这也就是直线2/ = 的斜率. 


= X 2 


(2) 最佳的参数6所对应的直线的几何意义是什么？如左 
边的分图 （ b ) 所示，这条最佳的直线在图中是填以灰色的平行 
四边形 ABB , f A f / 的平行于边的中线 A f B \ 其中边 A N B n 
与抛物线相切. 


为此可以计算如下. 
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( a + x 2 y 

4 


) =■( 工 2 — ^l) 2 y 


切线 A ! f B n 的斜率为:^ + rr 2 , 因此从 y = x 2 的导数公式 y' = 2 工可求出切点的横 
坐标，并记为 c =( xi + x 2 )/2. 

弦 AC 的方程为?/ = X? 4- (X! 4- x 2 )(x _ a：i)， 用 a: = c 代入，并减去 /(c) ：= c 2 后除 
以2,就得到 

士 (I; + (II +12)( Xl 2 X2 -工 1)- 

即题中最后得到的最佳绝对偏差 △. 

从弦 AZ? 的方程减去 △ 就得到最佳直线 A ' B f 的方程为 

+ (a：i + x 2 ){x - xi ) - y( x i + 4 - 2 xix 2 ) 

=(XI 十 x 2 )x - XiX 2 - + x \- 2 XYX 2 ) 

=(Xl 十 x 2 )x - + 工 2 + 6X1X2), 

这也即是题中最后得到的分 (X) = (A + X 2 )X - b . 


(3) 是否可以考虑用更一般的直线 g ( x ) = ax ^ b 来逼近 / Or ) = x 2 ? 这时有两个参 
数 a , b 可供选择. 

这个问题的提法完全合理，但可以证明，参数 a 的最佳值就是 A +因此习题 
1460的意义在于解决了用直线最佳逼近抛物线这个问题的一半，即在 a 给定为最佳值 
时如何选择&的问题. 

有兴趣的读者可以对此作出证明.其中只用到初等运算. 


(4) 以上对抛物线的最佳线性逼近概念可以推广到对一般函数的最佳多项式逼近. 
这就是给定区间 [ a ， b ] 上的函数 /( x ), 同时又给定多项式的次数 n ， 要求在所有的 n 次 
多项式屮找到与 / Or ) 在 [ a ,6] 上的绝对偏差达到最小.这与 §2.10 中用 f ( x ) 在点吻处 
的泰勒多项式逼近/(4是不同的，参见后面 §2.11.6 的命题 2.11 (切比雪夫定理). 


2.11.5 根的个数问题 (观 1462- 1470) 

下面几题都可统一为确定方程 f ( x )= c 的实根个数，其中 C 为参数.在对/作单调 
性分析后，每个单调区间内满足 f ( x ) = C 的根至多只有一个，而是否存在这样的根则取 
决于该区间在/映射下的像是否包含 a 这时函数 / Or ) 在各个极值点处的极值将直接 
出现在答案中.容易看出，作出函数/的图像对于判定实根的个数是很有帮助的. 

习题1463求方程2： 3 -30： 2 -90： + /1 = 0的实根的个数，并确定这些根的范围. 

解记/(0；) = 0； 3 -3工 2 -90：,则方程为/(20 = -/1. 

将/对: r 求导得到 

f '( x )=3 x 2 —6 x — 9. f n ( x ) = 6 x — 6. 

从 f \ x ) = 3( x 2 - 2 x - 3) = 3 (x - 3)( x 4-1) 可见有两个驻点 -1 和 3. 从单调性讨论可 
见 x = -1 是极大值点，极大值 /( 一 1) = 5; x = 3是极小值点，极小值/(3) = -27.此 




外， a : = 1 对应的点（1， -11) 是拐点，其左侧的曲线凹，右侧的曲线凸.这样就可以作出 
附图中的图像.为方便起见，在两个坐标轴上所取的标度不同. 

再利用 /(- OC ) = 一00 和 /(+ CO ) = + OC , 就可以对于方程 f ( x ) = -h 的实根个数 
作出以下 结论： 



习题1463的附图 


(1) 当 /I > 27时，方程只有小于 -1 的一个 实根； 

(2) 当 /I = 27时方程有两个实根，除了小于 -1 的根之外 
有一个二重根 x = 3; 

⑶当 /I € (-5,27) 方程有三个实根，分别在 
(- oo ,- l ), (一 1，3)和 （3,+ oo ) 内； 

(4) 当 ft = -5时方程有两个实根，除了大于3的根之外 
有一个二重根 z = -1; 

(5) 当 /I < 一5时方程只有大于3的一个实根 .口 


注在作出最后的结论时没有详细写出其过程，这里给出结论 （1) 的来历，其余可 
类推，从略. 

由于方程是 /( re ) = - h ， 当 h > 27 时在三个单调性区间上，只有在（一 oo , - lj 上/ 
的值从- oo 到5,从而覆盖了 -/I < -27的点，而在其余的两个单调性区间上函数值都 
大于等于极小值/(3) == -27,因此不会提供实根. 

习题1466求方程 lna : = h 的实根的个数，并确定这些根的范围. 


解1定义/⑷= lnx/x ( x >0), 则方程改为 f ( x ) = k . 求导得到 

— • x - In x 
尸⑻ = —， 

口 J 见有极大值点 x = e , 极大值（也是最大值）为 /( e ) = 1 /e » 0.368. 又可见/在 (0, e ] 
上严格单调递增，在 [ e , - hoc ) 上严格单调递减，且有/(+0) = - oo , /(+ oo ) = 0. 此外还 
有/(1) = 0(见附图 1). 


利用单调性区间 （0， e ] 和 [ e ,+ oo ) 上/的取值范 
围就可以 得到： 

(1) fc > 士时方程没有 实根； 

G 

(2) A : = i - 时方程只有一个实根 e ; 

(3) 0 < A : < -1 时方程恰好有两个实根，它们分 
另! J 在 （ l ， e ) 和 （ e ，+ oo ) 内； 

(4) k ^ O 时方程只有一个实根，在（0, 1) 内 •口 



习題1466的附图1 


解2换一个角度来考虑本题，则方程 lnx = kx 的实根个数问题就是我们熟知的 
对数曲线2/ = Inx 和直线 y = kx 有几个交点的问题. 
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引入辅助函数 

F(x) = In x — fcx, x > 0. 

问题转化为确定 F 的零点个数.从 F 的导函数 

可见，当 A: < 0时 F 为严格单调递增.利用 F(+0) = -oo 和 F(+oo) = +oo 可见方程 
F ( x ) = 0恰有一个实根,其中利用了 In re = o(x) (z +oo). 

以下讨论 k>0. 这时函数 F 在（0, 上严格单调递增，而在 [ +， +oo) 上严格单 

调递减.于是知道 a: = 1/fc 是极大值点，也是最大值点. 

由此可见，问题在于 F 的极大值（也是最大值）的符号.可以计算得到 
7^(0+) = —oc, F(~) = — In fc — 1, F (- j - oo ) = —oo, 

根据 F (+) 的符号就得到以下结论（参见附图 2): 

(1) lnfc> -1，即 A>e - S 这时 F(x) 没有零点，即方程 Ina: = A:x 无 实根; 

(2) k = e " 1 ) 方程 lux = fcc 恰有一个实根，即 x = e; 

(3) 0<fc<e- 1 , 方程 lnx = kx 恰有两个实根，分别在点 1/A: 的 两侧； 

此外还有前面己经得到的 结论： 

(4) A: ^ 0时方程 lnx = kx 恰有一个实根. 口 








习题 1468 求方程 sin 、 • cosa: = a (0 彡 a: 彡 ；：） 的实根的个数，并确定这些根的 

范围. 

解记 f(x)=sin 3 x- cosx, 则在区间 [0, Til 上 f(x) = -f(n-x), 因此其图像关于 
区间 [0 ，兀 ] 的中点 7C/2 为中心对称，或说是奇函数. 

求出导数 


f r {x) = 3 sin 2 x cos 2 x — sin 4 x = sin 2 x(3 cos 2 x — sin 2 x) 





可见在开区间 (0,7 U ) 内存在关于其中点 7 C /2 对称的两个驻点其中 A < 7 C /2 < “， 
满足 tanxi = \/3, tanx 2 = — \/3. 即有 X2 = 还可看出 /( x ) 在 [0， a ； i ] 上 

严格单调递增，在 [^, x 2 ] 上严格单调递减，在 [ a : 2 ^] 上严格单调递增，因此心是极大 
值点，而:是极小值点. 

从 sinn = cosxi = y , 可计算得到 

/(&)=( 孕) 3 • +=誓《0.325， 

然后由对称性即得到 f ( x 2 ) = 一 0.325. 



习题 1468 的附图 


由以上单调性分析就可以得到如下 结论： 

(1) 当 M > ¥时 / Or ) = a 没有 实根； 

(2) 当 H = •^时 J ( x ) = a 有一个 实根； 

(3) 当 0 < 问 < ^ 时 f ( x ) = a 有两个 实根; 

(4) 当 a = 0 时 f ( x ) = 0 有三个实根 .口 


习题 1470 在什么条件下，方程 

x 3 + px + g = 0 

有： （ a ) —个 实根； （ b ) 三个实根？ 

在 ( p , g ) 平面上描绘出相应的区域. 

解为淸楚起见，我们约定本题中的三个实根是指彼此互异的三个实根，而在一个 
实根的情况允许它是三重根. 

记 f ( x ) = rr 3 +pz + g ， 则求导得到 

f '( x ) = 3 x 2 4- p , I n ( x ) = 6 x . 

如果 /( x ) = 0 有三个实根，则根据罗尔定理， f f ( x ) = 0就必须有两个实根，可见只能是 
p < 0. 这时从 f f ( x ) = 0得到两个驻点 



利用/〃⑷= 6 a ; 与 x 同号，可见々是极大值点，而町是极小值点. 

从 f ( x ) = 3 (x - xi)(x - x 2 ) 可见， /(: r ) 在 (-oo,Xi] 上严格单调递增，在 [ xi , x 2 ] 
上严格单调递减，在 [ x 2 ,+ oo ) 上严格单调递增.因此 f ( x ) = 0有三个实根时，/⑷的 
极小值 /( x 2 ) < 0. 这时极大值 f ( x x ) > 0也一定成立.于是得到不等式 

/(X2) = ° < /( X l) = -夸 




由此得到 
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也就是 


V 

^ 7 " 


0 . 


(2.19) 




反之，若这个不等式成立，则己蕴含 P < 0. 然后反推就可以得到 f ( x 2 ) < 0 < /(〜)，从 
而 /(x ) =0 有三个实根.这就证明了 (2.19) 是方程有三个实根的充分必要条件 • 

、 根据以上分析即可作出参数 { p , q ) 平面上的曲线 

f f = 0. 如左边的附图所示，在该曲线的左方, 
即图中的灰色区域，不包含其边界即是/( X ) = 0有三 
个互异实根所对应的参数 ( p , g ) 点全体. 

然后再分析该区域的边界.其中原点 p = g = 0对 
应的方程/(岣= 0只有一个三重实根.然而边界上其 
他点对应的方程，从前面的分析可见这时 A 一 x 2 ，且 
习题 1470 的附图 其中有一个为二重根 • 

容易看出，若 P > 0,则 r ( x ) = 3 x 2 + P 彡 P > 0, /(: r ) 在（一 00 , + OC ) 上严格单调 
递增，且 /( 土 oo ) = ± oo , 因此恰有一个实根.若 p = 0,则方程 x 3 + ^ = 0只有一•个实 
根（包括 g = 0在内).若;）< 0,但(? 2 + | > 0,则前面的推导表明这时的极小值 
f ( x 2 ) > 0,因此 /( rr ) = 0只有一个实根 • 

结论 :(? 2 + f >0 或 p = g = 0 是 x 3 + p:r + g = () 只有一个实根的充要条件 •口 



2.11.6 补注 

这个补注有两个内容：1.作为 §2.11.4 的偏差计算的引申，简要地介绍切比雪夫的 
一致逼近多项式的基本概念； 2. 作为 §2.11.5 的根的个数问题的应用，举出两个具体的 
例题，它们都是在下一节的函数作图中需要解决的问题 • 

1. 一 致逼近多项式的介绍 

在 §2.10.3 已经看到，利用带拉格朗11型余项的泰勒公式，不但可以用泰勒多项式 
来逼近某些函数，同时还能提供误差限的估计. 

然而泰勒多项式的逼近效果很不均匀.例如，用 x - j : r 3 来逼近正弦函数?/= sino ; 
时，在习题 1394( b ) 中得到的误差估计是由余项 

给出的.于是误差不仅与 sinx 的五阶导函数 （ sina :) (5) = cos x 有关，而且还和 rr 有关. 

只有当 N 充分小时才有很好的逼近效果. 

在实际问题中的逼近要求往往是对于一定范围提出的.例如，若要求在区间 [0, f ] 
上用多项式来逼近 sinrr ， 且提出误差不超过 0.5 x 10_ 4 ,则就可能要用次数相当高的泰 
勒多项式才能达到. 

为此切比雪夫提出了最佳一致逼近多项式的概念. 



定义设给定区间上的连续函数 /( rr ) 和正整数 n . 在所有的 n 次多项式中， 
与 /(x) 在 [a ， 6] 上的绝对偏差最小的多项式就称为 /(x) 在 [a,6] 上的最佳一致逼近 n 
次多项式. 

在 §2.11.4 中的习题1460就是这样的问题.如该题的注⑶中所说，该题的答案实 
际上己经给出对于 [ a ；! , x 2 ] 上的函数 i ; 2 的最佳一致逼近线性函数. 

可以证明，在给定有界闭区间上的连续函数和正整数 n 之后，上述定义中的最佳一 
致逼近多项式是存在唯一的. 

关于这方面的内容可以参考 [15] 的第六章或计算数学的其他教材.下面只介绍刻 
画了最佳一致逼近多项式的切比雪夫定理，并证明其中较容易的充分性部分. 

命题 2.11 (切比雪夫定理）设 /(x) 是区间上的连续函数， n 为正整数，则 n 
次多项式是 f ( x ) 的最佳一致逼近 n 次多项式的充分必要条件 是：差 f(x) - P ( x ) 
在 [a，bj 上至少有 n + 2 个正负相间的等值偏差点. 


证只给出充分性的证明. 

记 /( a ;) 和尸 (4 在 [ a , 上的绝对偏差为 

\ f { x ) - P ( x )\. 

根据条件，在 [ a ,6] 内存在 n + 2个点 xi < a：2 < •• - < x n + 2 ， 使得 f ( Xi ) - P { xi ) = 
(一 △，其中 (7 等于1或者 —1. 

用反证法.如果具有以上性质的 P(x) 不是最佳一致逼近的 n 次多项式，则存在另 
一个 n 次多项式 Q ( z )， 使得成立 

max |/( x )- g ( x )|< A . 

这时两个多项式之差 

Q ( x ) - p ( x ) = if ⑷- p ⑷卜 [/ ⑷一 Q {^)] 

在偏差点 xi,x 2 , • • * ,a ： n +2 上的符号完全由 f(xi) - P{xi) (i = 1,2,… ，n + 2) 决定.由 
于后者正负相间，因此 Q(x)- P(x) 存在 n + 1个零点.由于多项式 Q ( x )- P{x) 的次 
数不会起过 n , 引出矛盾 .口 

回到 §2.11.4 的习题1460,从其附图 (b) 可见，在上对于 f(x) = x 2 的最佳 
一致逼近一次多项式，即直线 

g(x) = (xi + x 2 )x - 4 + 6x x x 2 ), 

恰好有三个等值偏差点： ^,0= 和 x 2 . 可以看出，这是这条直线所具有的独 

一无二的特征. 


2. 关于方程的根的个数问题的两个例子 


例题1证明三次代数方程 

f { x ) = 5 x 3 - 21 x 2 + 15 rr + 17 = 0 


只有一个实根. 
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解1作代换 x = t + 则得到缺少二次项的三次方程 

t 3 4- pt + ^ = 0, 

其中 P = —g = -2.88, = 2.112. 

应用习题1470的结果，由于 p < 0,而按照 (2.19) 的不等式左边的表达式计算得到 

? 2 + 4^- = ® = 0.9216 > 0, 


可见 /( a 0 = 0 只有一个实根 •口 


如解1那样应用 §2.11.5 的习题1470的现成结果并不方便，因此还不如用该题解中 


的思想，这就是下一个解法. 

解2在三次多项式存在极值点的情况，若两 
个极值同号，则三次方程只有一个实根. 

对 f ( x ) = 5 x 3 - 21 x 2 + 15 x +17 求导得到 
J f { x ) = 15 a : 2 - 42 :r + 15， 

即可解出两个极值点为 2 = ¥，其近似 

值为 


X \ » 2.380, X2 ~ 0.420. 

由此即可求出 /( Xi ) 7 /(0： 2 ) 的近似值为 
f ( x \) % 1.154, /(工 2 ) % 19.(501, 

可见 /( a :) =0只有一个实根（参见附图) .口 



例题2证明四次代数方程 

g ( x ) = x A — I 6 x 3 — 2 x -f 8 = 0 

恰有两个实根. 

解 JAg (0) = 8 > 0, g ( l ) = -9 < 0,可知 〆 岣= 0至少有两个实根，若它还有两 
个实根，则从罗尔定理可知， ^( x ) = 4 x 3 - 48 x 2 -2 = 0 必定有三个实根. 

从 g N (x) = 12 x(x 一 8) 和 g n \x) = 24 (x - 4) 可见，三 
次多项式 g f ( x ) 有两个极值点 ：： n = 0, 0 ： 2 = 8. 计算出极 
大值 伽 ) --2 < 0,可见极小值 g ， (x 2 ) 必定也小于 0. 

由于两个极值同号，因此 g ; ( x ) = 0只有一个实根，记 
为 x 3 a 12.004. 它是夕⑷的极小值点，也是最小值点. 

于是在（- oo , a : 3 ) 上 g ( x ) 严格单调递减，而在 
( x 3 ，+ oo ) 上 ^( x ) 严格单调递增.由此可见， g ( x ) = 0只有 
两个实根 .□ 

注可以计算出贞 X ) = 0的两个实根，记为〜《 
0. 752 和私& 16.006. 在附图的上方是?/ = g ⑻的图像， 
又为清楚起见，将原点附近的图像放大后作在下方. 








§2.12 根据特征点作函数图像（习題 1471-1555) 


内容简介 本节是用微分学知识来作出函数的比较准确的图像.将这里的方法与 
§1.4 中作草图像的许多方法相结合，就有可能既把握住图像的基本趋势，同时又抓住重 
要的细节（即所谓特征点). 

与 §1.4 的情况类似，本学习指引专门设置了附录二，其中包含了 §2.12 的每个习题 
的图像供参考.（对于含参数的题则取定某个参数后作图 .） 

由于特征点是通过求解方程 f \ x ) = 0或 r ( x ) = 0得到的，在不一定能得到根的 
精确表达式时可以用它们的近似值来代替. 《习 题集》中打了星号的题就是如此.求根 
的方法可以是 §2.15 中那样的算法，也可以用 Mathematica , Maple 等软件. 

2.12.1 有理函数的图像（习题 1471- 1483) 

一开始是关于多项式的三个习题.与 §1.4 中不同的是，目前不仅可以利用多项式的 
―般规律，而且可以用微分学方法确定极值点和拐点，作出严格的单调性分析和凸性分 
析，从而得到相当准确的图像.下面只举一个例子，并指出可以用列表法将求得的信息 
集中起来以便于观察和使用. 

习题1472作函数^/ = 1 -h x 2 - 的图像. 

解从方程可见 y (: r ) 是偶函数，其图像是开口向下的四次抛物线，余 F 的问 题就是 
确定单调区间、极值点、凹凸性区间和拐点.为此只要计算出 

y ’( x ) = 2 x - 2 x 3 = 2 x (1 - x)(l + x ), 

就得到驻点为0, 土 1. 从上式因式分解即可确定单调区间，且确定 x = 0 为极小值点， 
^-±1 为极大值点.现将这些信息列表如下.由于 y ( o 0 是偶函数，只需列出 [0,+ oo ) 
上的信息即可. 

x 0 (0,1) 1 (1, + oo ) 4 -oo 

〆 0 + 0 一 -oo 

V 极小值 1 I — /一| 3/2 I —\— l -oo 

然后再作凹凸性分析.计算出 

y "( x ) = 2 - 6 a : 2 , 

可见有两个零点士 f . 从 y '，( x ) 在经过这些点时的符号 

变化可知它们对应于两个拐点 (±-^,1-^-), 近似的坐标 
值为（士 0.577,1.278). 当: r 从- oc 递增至 +oc 时，曲线的 
凹凸性变化顺序为凹凸凹. 

根据以上信息作出的图像已经具有相当的准确性，不再是草图了 .口 
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接下来的习题是有理分式函数的作图.它们比多项式要复杂得多.这时可能出现垂 
直渐近线和斜渐近线（包括水平渐近线)，关于极值点和拐点的计算也可能出现复杂的 
情况.下面看几个例子. 

习题1475作函数的图像. 

- ox + 6 


解这是比较简单的一个有理分式函数.按照 §1.4.1 习题251中提示的方法，将它 
分解为 

就不难用图像呑加的方法作出草图.特别是可以从上述分解看出存在两条垂直渐近线 
x = 2, x = 3 和水平渐近线 y = l . 此外还有两个零点 rr == - 1和 1. 于是图像分为三支. 
然后用微分学求特征点. 


先将 y 对: T 求导得到 
从 y = 0解得两个 实根： 


5工 2 - 14 x 4-5 
{ x 2 一 5 x + 6) 2 


Xi = « 0.420, x 2 = 7 ' i ~ 5 2V ^ « 2.380. 

乂从? /的符号变化可以知 in 是极小值点，极小值 2/( A ) « -0.202, x 2 为极大值点， 
极大值? /( 工 2) 。一 19.798. 


再求二阶导数得到 




2(5 x 3 —21 x 2 + 15 x + 17) 
( x 2 - 5 x 4- 6) 3 


在 §2.11.6 的例题 1 中己经证明上式的分子 
只有一个实根 A « - 0.586 .当 x 从小到大经过 
: r 3 时 ?/" 从负到正，即凸性从严格凹变到严格凸. 
因此 ( x 3 , y ( x 3 )) 是拐点，其中 y ( x 3 ) « -0.071. 

此外，在 2 < o: < 3 时 y" 的表达式中分子 
为正，分母为负，因此，< 0,因此相应 的一支 
曲线是严格凹的.同样可知，在 x> 3 的一支上 
y f, > 0,曲线是严格凸的. 



习题 1475 的附图 


根据以上信息就可以作出 y (: r ) 的图像，其中还将原点附近用分图放大，以看出极小 
值点和拐点附近的情况.口 


习题 1482 心=語 晒像. 


解若先作分解 



一 3 x + 5 
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就可以直接看出存在垂直渐近线 rr = -1 和斜渐近线 y = x . 又若再利用 §1.4.1 中的习 
题 256-257 的图像作出上述分解式右边第三项的图像，则就不难用图像叠加的方法作出 
y { x ) 的草图. 

下面用微分学计算特征点.先求导得到 

"一、 4 x 3 ( a : 3 + 1) — 3 x 2 ( x 4 -f 8) x 2 { x A -h 4 x — 24) 

y(x)= pTTp = (X 3 + 1) 2 ■ 

容易得到的实根是 a = 0和 z 2 = 2.从 a : 4 + 4 x - 24劈去因子： r - 2 后得到三次多项 
式工 3 十 2 rr 2 + 4 :r + 12. 它的导数 3 a ; 2 + 4 x + 4 的判别式大于0,可见只有一个实根，虽 
然它可以通过四则运算和根式表示，但这样的公式并不方便，我们取它的近似值，记为 


X3 « —2.41. 

从 y ， (x) 的符号可以判定 x 2 = 2 是极小值点，极小值 2 /(x 2 ) = 2-|; x 3 是极大值点， 
极大值 y{x 3 ) « 一 3.21. 然而 m = 0 的两侧 y\x) 均小于 0 ,因此它不 1 是极值点. 


再计算二阶导数得到 





(6x 5 + 12x 2 — 48x)(x 3 + I) 2 — 2(x 3 + 1) • 3x 2 (x 6 4- 4x 3 — 24x 2 ) 

Or 3 —+1) 4 

6x(x a - 16a; 3 一 2x + 8) 



从 §2.11.6 的例题 2 可知，分子除了 a = 0这 
个根之外，还有两个实根.求出两个实根的近似值 
并记为 : r 4 a 0.752 和 z 5 » 16.006. 通过 y " ⑷的 
符号变化可以判定它们都对应于图像上的拐点, 
其中= 0 既是驻点，又对应于一个拐点. 

最后计算出拐点的坐标（的近似值）为 ( 0 , 8 ), 
(0.752,5.835), (16.006,16.004), 其中最后一个拐 
点与渐近线 y = x 非常接近，在草图上是很难表 
示的. 

根据以上分析即可作出附图所示的图像.口 


2.12.2 无理函数与初等超越函数的图像（习题 1484-1530) 

先看一个无理函数的作图，它表现出与前面的有理函数不同的一些特点. 

习题 1487 作 2 / = y /^^ x 2 - x 4-1 的图像， 

解 本题的草图是容易得到的，只需要先作出三次多项式 y = x ^ x 2 - x + l ^ 
(x- l) 2 (rr + 1) 的图像，然后与幂函数 y = ^ 复合即可.它显然有两个零点- 1 和 1 . 
但为了准确把握图像的特性，还是需要用微分学工具来做. 

求导得到 




作 ) = q- 1 X 

3(x 一 1) 3 (rr + 1) 3 


3(x-l)3"(x 4-1)3 


可见其分子有 零点: n = -1 由导数的符号可知 Xl 是极大值点，极大值为 y ( Xl ) = 
-^32/27- 1.058. 

由于 y f ( x ) 的分母在 o: = 士 1时为0,可见 2/(0：) 在这两点处的导数为 oo, 即存在垂 
直切线.不但如此，进一步分析在这两个点的两个单侧导数，可见-1 土 0) = +00, 
y\l 一 0) = - oo, y'(l 十 0) = +oo, 因此在 x = 1 处图像有尖点 (1,0). 

再求二阶导数得到 

工）=[(工+ +) (工一 1)—+ (工+ 1)— 吾 r 

= {x- 1) — 士 (rr + 1)— 吾一 l(x + +)(x _ 1)— 音 Or + 1 )一吾 


-吾 (x+ 如 (x-l)l(x+l) 


3(x — l)(x + 1) - -g-(3x — l)(3x 十 1) 


一吾 • 


3( x - 1) 了 (x + 1) 了 + 

可见在 a : 〈一 1时 〆 '>0,曲线为凸，而在工〉一1时，<0,曲线为凹，因此点 (-1,0) 
是拐点. 

V . ； 从 y { x ) 〜 z (rc — oo ) 可见有可能存在斜率1的 

L 斜渐近线.为此计算极限 




lim ( y ( x ) - x ) 

c—♦oo 


习題 1487 的附图 


= Jim ( Vx 3- x 2 -x + l - a :) 

= J^o M 1 - 士 - + + 含 _1 ) 

= }^ oo X { l -^ + °^- 1 ) = - i - 

即得到斜渐近线 2 / = re-j. 


将以上信息结合草图就可以作出附图中的图像，其中的虚曲线是三次多项式 
y = x 3 - x 2 -x + l 的图像 .口 


习题 1509(b) 作函数 y = e _ 2 hin 2 o: 的图像 


解由于 y = e~ 21 和 y = sin 2 a: 都是很熟悉的函数，因此只要用图像乘法就可以 
描出 y ⑻的草图，它夹在 e-h 与: r 轴之间，且在每一个区间㈣， (fc + 1)7C] 上将 sin 2 x 
在2/方向拉长.更具体来说，从函数 yOr) 的表达式可见成立恒等式 

y(x + 7C) = e ~ 2 n y ( x ), 

因此只要作出在[0，兀1上的 2/0r) 的图像，然后按照 y 方向的比例 e- 2 " 即可逐次作出任 
何㈣, (A: + 1)71] 上的图像.当然其中的许多特征点是需要用微分学来计算的. 
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计算导数得到 


第二章一元微分学 


y\x) = e— 2x ( — 2sin 2 x + 2sinxcosaO 



=-2 V / 2 e _2x sinx 
于是可从 y ' 的符号确定两组极 值点： 


sin(x - ^). 


x k = kK + 

X k 是极大 值点， 极大值为 y(x k ) = 

所有整数. 


和4 = A : 兀， 

^, x f k 是极小值点，极小值为 0. 其中 A : 取 


再求二阶导数 
y n {x) — -2\/2 e 


{x [—2sinxsin(x — |) + cos x sin(x — f) + sinxcos(x — -^-)] 
=-2v^e- 2:c [ C os(2x - f) - cos I+sin(2:r - I)] 

= 2e~ 2x (l-2sin2a:). 


于是可从 2/" 的符号讨论确定两组 拐点： 

㈣ 和如 + . _)， 

其中 fc 取所有整数. 

最后是作图像的问题.如前所说，可以先作出 [0， K ] 上的阁像，然后按照?/方向的比 
例系数得到在每个 [ kK ^ k -^\) K } 上的图像.然而由亍这个比例系数是 S 535.5, 要在 
一张图上画出 2/ Or ) 在较大范围上的图像是有困难的. 


在附图中作出了 [-3.4,3.4] 上的函数图像，其中 
在: r <0 和 a :>0 的纵坐标的尺度为 100:1. 

在图上用黑圆点标出 的是： 函数 j /(: r ) 的3个 
零点 X = 一 Tl ，0,7 C ， 它们也是极小值点； 4个拐点， 
它们的坐标近似值为（- 2.88,21.3), (-1.83,36.4), 
(0.262, 0.039 7)， (1.31,0.068); 两个极大值点，它们 
的坐标近似值为 (-2.36,55.6), (0.785, 0.104). □ 



习题 1509(b ) 的附图 


注以上附图 在点工 = 0有失真之处.这是因为两侧的 2/" 差了 100倍，尽管2/= 0 
都成立.用 §2.14 的曲率概念来说，在点 (0,0) 两侧邻近的曲线弧若用曲率圆的弧来代 
替的话，圆半径差了 100倍. 


习题1521作 y = (:r + 2 )e 士的图像. 

解函数? / Or ) 在点 x = 0 处没有定义.将 y 对 cr 求导得到 

V\x) = e^(l- ^7^) = -V (工一 2)(x + 1 )， 
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可见= 一 1是极大值点，极大值为 y (- l ) = e ~ 1 ^ 0.368, a : = 2是极小值点，极小值为 

丄 

y (2) = 4 e 2 w 6.595. 

再求二阶导数得到 






可见工：-吾对应的点（-1， | e '2) 是图像的一个拐点，其左侧为凹，右侧为凸. 

此外从 2/(+0) =： + oo 可见存在垂直渐近线 x = 0, 

乂从 2/(-0) = 0可见，若在点 x = 0 补充定义 y (0) = 0， 

则在该点左连续. 

从 y ( x ) 〜: r (rr — oo ) 知可能存在斜渐近线.计算 

/ 丄 丄\ 

lim ( y ( x ) — x ) = lim (x (e x — 1) -f 2 e x J 


= 3， 

即有斜渐近线 2/ = ：r + 3. 

根据以上分析即可作出附图所示的图像 .口 习题的附图 




注图像中的拐点的纵坐标为 fe I 2 0.131, 在作草图中很容易被忽略.这也是 
选讲本题的动机之一. 

下面两个题中的函数都是经常会见到的基本例子. 

习题1526 作函数 y = # 的图像. 

解函数的定义域为 (0,+ oo ). 从习题1342知道有 y (+0) = 1. 





求导数得到 

y^x) — x x (x\x\xY = x z (l + lnx), 

可见在上 2/( x ) 严格单调递减：在 [( T 1 , + oo ) 上严格单调递增， 
x = e ~ , « 0.368 是极小值点，极小值 y(e~ l ) = e ~ c_1 % 0.692. 

再求二阶导数得到 

y"(x) = x x ((l-l- \nx ) 2 + +)>◦， 

可见 2 /( x ) 在（0, + oo ) 上为凸函数. 

根据以上分析即可作出附图中所示的图像 .口 
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习題1527作2/ = $+的图像. 


解函数的定义域是(0, + oo ). 求 a : — +0时的极限 


In 

?/(+0) = lim^e x 




(这并非不定式).又有 

In a 

y (+ oo ) = lim e x 

x—^4-cX) 



因此存在水平渐近线 y = l . 

计算出导数为 , 

y f { x ) = x x (1 一 \ nx ), 

因此有极大值点 x = e , 极大值为 e 7 « 1.444668. 

再求二阶导数为 

y , r ( x ) = x ~^~ 4 [\ — 3 x + 2 (x — l)lnx + ln 2 x ], 

求出两个根的近似值为 0.582 和4.368,它们对应于两个拐 
点，其近似的坐标为（0.582, 0.394) 和 （4.368,1.401). 

根据以上分析可以作出附图所示的图像 .口 


7 / 



注1这里指出本题与前面某些习题的联系. 

在中取 x 为正整数 n 就得到数列 { ^}.利用 §1.2.2 的习题65 ( 即 J ^ = 
1)，就可以直接证明本题中的 y (+ oc ) = 1.在 §2.11.2 的习题 1455( c ) 中确定&1?列的最 
大项也是用本题的函数 2/(4 作为工具来解决的. 

注2介绍与此题有关的一个有趣的小问题：在0和#中哪一个更大？ 

由于本题已经证明是函数:的最大值，即对于任何 x / e 的正数: c , 都有 

丄 丄 

x~ < e7, 

从而就有 


x e < e 1 , 

可见 x = rc 只是其中的特例而己.可计算出浐《 22.459 < 23.141. 

注3类似地导出以下不等式：当0 < a < b < e 时 〆 < 沪，而当 e < a < &时 
a b > b a . 


2.12.3 参数方程与隐函数方程表示的曲线（习题 1531-1545) 

在 §1.4.4 中通过对习题369的两个小题 （ b )，（ g ) 的讨论，己经介绍了作其草图的基 
本方法.将这样的方法配合微分学工具后，就有可能通过对特征点的计算将图作得更为 
准确.这在 §2.2.2 的习题1038中已经有所体现，只是当时的微分学工具还太少. 

习题1531中的函数的方程也可以改写为^ = 1,它的作图不难.对于习题 
1532则可以参考 §2.2.2 中的习题1038,两者的图像只相差平移与关于: r 轴的反射. 
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习题1533作出由参数方程怎二^^^二^^给定的曲线 



习题1533的附图1 


解先分别考虑 t + 1 + 
A 和 W ) = -^ L - 的图像.参考 
附录一中的习题253和259的图像就不 
难如附图1所示作出它们的图像.从图 


上可见 2/^) 的三支都随纟的递增而单调 
递减，而对于 x ( t ) 则需要计算 


( t ) = 1 - 


1 _ t(t - 2) 

(卜 1尸 — (t - 1)2 


从而知道 i = 0为极大值点，极大值 x ( 0 ) = 0, < = 2为极小值点，极小值 x ( 2 ) = 4. 
由此即可对 x ( t ) 和 2/( t ) 分别作单凋性分析，并列表 如下： 


D 


n 

EBE9 

□ 

E30 

D 

mam 


團 

n 


■■ 

□ 

B 


■■ 


D 


■ 

n 

□ 

B 


■9 ESI 



由于 2/(0 的三支都是 i 的严格单调递减函数，因此将0：看作为2/的函数更为方便.这样 
就可以确定函数 x = #2/) 有三支曲线.以《的变化为序并对照附图1叙述如下. 

第 I 支曲线 对应丁 - 尤 G (- oo , —1)，2/从0递减趋于 - oo , 工⑼从- oo 递增趋于- ; 

第 II 支曲线对应于 i € (-1,1), y 从 + oo 递减趋于 - oo , : c (2/) 从一 | 递增至0,然后递 
减趋于 - oc ; 第 III 支曲线对应于 i e ( l ，+ oo ), 2/从 + oc 递减趋于0, 从 + oo 递减 
至4,然后递增趋于 + oo . 这样就完成了每一支曲线的 a : = 的单调性分析. 

从表格可见当 纟趋于 -1，1和 oo 时点 ( x ( y ), y ) 都趋于无穷远处，即有可能存在渐 
近线. 


首先是当《 — -1时，有垂直渐近 
线0： = -+， 而当纟 — oo 时有水平渐近 
线2/ = 0. 然后计算极限 

r 2/(0 r 1 1 

~^{i) ~ t{t + 1) - 歹， 
lim[2/(0 - -i-x(i)] 


lim 


2 t - t 3 - t 2 


2 浐- 1) 
可见有斜渐近线 y = + x - 


3_ 

4 


_3 

4 



这样就可如附图2所示作出三支曲线.若考虑函数 y = y ( x ) } 则没有任何极值点. 
反之，若考虑 z = x { y ) } 则 y = 0是极大值点，极大值： c (0) = 0, y = 2/3是极小值点，极 
小值 x ( 2 / 3 ) = 4. 
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最后作凸性分析.仍然以: T 作为自变量，则先求出导数 

v ^ (x) - 观 _ t±±\ _ 

V[X) ~ x^(t) — 2t + 3 户一 t 4 ， 

_ [y^^Yt _ 2(t —i)V + 3f + i) 

V 、 x) - ~^W 一 (亡 -2) 3 即 +1) 3 ， 

可以证明户+ + 1 = 0只有一个实根，其近似值为 -0.322,对应于第 II 支曲线中的拐 

点 (-0.079,0.360). 

从 y , f ( x ) 和参数 f 的变化范围与方向，可知第 I 支曲线为凹，第 II 支曲线为凸凹凸, 
第 III 支曲线为凹凸 .口 


以下是用引入参数的方法作隐函数方程确定的函数的 图像. 其中第一题即是前面 
§1.4.4 的习题 370.1( b ), 因此只作一些补充说明，请读者完成解题的全 过程. 

习题1541作: r 3 + y 3 - 3 axy = 0 (a > 0) 的图像（笛卡儿叶形线). 


补充只要令 rr = ao/，y = a〆 代入，并将 〆 重记为 x , %就得到 x 3 ^ y 3 -Xxy = 
()，即已经归结为 §1.4.4 的习题 370.1( b ), 它相当于这里的 a = 1. 以下只对此作补充. 

如习题 370.1( b ) 的解所示，由于方程关于 A 1/对称，可知 
图像关于直线 2 / = ：r 是对称的. 令 y = tx , 即以点 （ a：, y ) 到原点 
的连接线的斜率 i 为参数，就得到参数方程 


V 


^(0 = 




y(t ) = 


;« 2 




然后就可用微分学工具作出单调性分析.与此有关的特征点和 
y ( x ) (或者 x ( y )) 的单调性在习题 370.1( b ) 中都已经求出.此外， 
在那里也已经求出了渐近线方程 x + y 十1 = 0. 这些不再重复. 




T-^ 

0 X 


^—3 xy =0 

习題1541的附图 


以下列出?/关于0：的一阶和二阶导数的计算结果供参考： 

- 2) , ^ m = 2(p+i) 上 

Vx ~ 一 2 f 3 — 1 ’ 〜一 〆 ⑴一 3(2 t 3 - I ) 3 
F 1 凸性分析的结果表明，笛卡儿叶形线没有拐点，细节从略 .口 


习题1543作 x 2 y 2 = x 3 - 7/ 3 的图像 • 

解在方程中将 x 与 - y 对换后方程不变，这表明图像关于直线对称. 
通过 y = b 引入参数 t ， 得到参数方程 

求导得到 

x， t = -吾- Vt = -含-沉， 


然后就有 W = 的导数 


dy _ = t ( l +2 t 3 ) 
dx ^ 2 + t 3 
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由此可见需要注意以下几个参 数值: 





以下是关于上述导数的符号信息的列表 表示: 


t 

(-00, 尤 2 ) 

t 2 

(尤2,尤 1) 

h 

(。，0) 

(0，+ oc ) 

A 

— 

0 

+ 

十 

+ 

一 

y[ 

+ 

+ 

+ 

0 

— 

一 

y’ x 

— 

OO 

+ 

0 

一 

+ 



iO 



y 

2 

1 

\ 

-2 -\0 
• 
i 
s 

" A 2 1 

ir\ 

A 


习题 1543 的附图 


从的表达式可见它有垂直渐 
近线 t == 0和斜渐近线 x = - t ,) ky ( t ) 

的表达式可见它有垂直渐近线 i = 0,且 
当£ — oo 时趋于抛物线2/ = - t 2 . 

根据表格中的单调性分析可作出 
附图1所示的⑷和2/⑷的图像.其中 
x ( t ) 有极小值点% -1.260,极小值 
x ( t 2 ) = 3/^4 « 1.890. y ( t ) 有极大值 
点 *1 » 一 0.794,极大值 y ( ti ) = - x ( t 2 ). 

由以上分析可知本题的函数图像分为两支.参数 f € (0，+ oo ) 对应于第 I 支. 
te (- OG ,0) 对应于第 II 支.前者的 2/(0；) 关于2：严格单调递增，后者则随参数 t 的递增 
按照递减、递增再递减的顺序变化. 

从: r ⑷和 2 /⑴的表达式可见，当 i — 0和 i — oc 时点 ( x ( t ) ) y ( t )) 会远离原点，且 
可看出与抛物线2/ = - x 2 和 z = y 2 接近.直接用参数方程即可证明 

㈣ x ⑷- y 2 ( t )\ = - 2 t + t 4 )} = 0, 

^ r ^l2/(0 + 工 2 (0] = - P + ( 含 - 1 + P)1 = o. 

根据以上分析就可以作出如附图 2 所示的隐函数方程 x 2 y 2 = X 3 - J / 3 的图像，在其 
中的箭头为纟递增方向，还用虚线作出了 y = - X 2 和 z =沪这两条“渐近抛物线”. 

在图中的4个小黑圆点除了两个分别为 a : 和 j / 的极 
值点之外，其余两个是拐点.它们是如下得到的. 

按照公式计算二阶导数 







2 + t 3 / 

2t 3 (f 6 + 7t 3 + l) 

= (P + 2 )注， 

可见当 t > 0时 yOr ) 始终是凹函数，这就是图中穿过第 
一、三象限的第 I 支曲线.然而当 t < 0时的第 II 支曲线 
的凹凸性则有较复杂的变化.分析如下. 
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当艺 < 0时从 y n ( x ) = 0解得两个参数值 _ 

t 2 = - ^/ 7+ 2 3 ^ « -1.899， t 4 =是 ■二- \ j 7 ~^ ^ 一 0.526. 

它们对应的拐点坐标的近似值为（2.18, -4.14)，(4.14, -2.18). 

最后利用二阶导数 y ，， (x) 的表达式对第 II 支曲线作凹凸性分析并列表 如下: 


mm 

(- oo ^ 3 ) 

wm 


HSU 


wa 

(4,0) 



■a 

mm 

meam 


■■ 

+ 


凹 

拐点 

凸 

X 的极小值点 

凹 i 

拐点 

凸 


□ 


注匕 对应的就是在附图2中的点（1.89, -2.38), 在该处 z 达到极小值.在上述列 
表中似乎在它的两侧的曲线分别为凸和凹，然而这是就参数《来观察的.从附图中可见, 
该点的左侧邻近没有函数图像中的点，而在该点右侧邻近则对一个: r 值有两个2/值满 
足隐函数方程，因此该点不是拐点.这种情况在参数方程和隐函数方程给出的曲线中是 
常见的. 


习题1544作(1>0,2/>0)的图像. 

补充由于本题己经在 §1.4.4 的习题 370.1( g ) 中作过详细 
讨论，这里只作一点补充.主要的问题就是在那里的草图中是 
否遗漏了什么重要的特征点？ 

已知图像有两支，其中平凡的一支就是 y = a : Or > 0), 另 
一 支记为 y ( rc ) ( o : > 1)，它是我们研究的主要对象. 



这里有两种方法.第一种是用隐函数理论可以证明2/ = 2/( x ) 的存在和可微性，并可 
以用 §2.2.3 的方法计算出它的一阶导数和二阶导数.由于这方面的理论本身要到多元 
微积分中学习，这里从略. 

第二种方法就是如前一样从2/ = &引入参数方程，即得到 

丄 _ L . 

x(t) = P-i ， y(t) =t t - l ,t>0, 


然后在 i 一 1时的可微性以及从 x = a : ⑷推出反函数的存在性都没有原则上的困难.下 
面只作一点计算. 


按照参数方程定义的函数的求导法则得到 



一 t 2 (t — 1 — In 亡) 
t _ 1 — tint 


将分子的括号内的表达式记为 /( f ), 则 f ( t ) = 1 - 可见在£ ：> 1时 f ; ( t ) > 0,在 
0 < t < 1时尸⑷ < 0.由于/( I ) = 0,可见当 t # 1时分子/⑷总是大于0的.又将分 


母改写为 



1 -tlnt = i 



1 一 ++ ln + X )， 
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可见在 f > 0时分母总是小于0的.于是除了 f = 1对应的点 a : = e 之外，总有 y f ( x ) < 0, 
即为严格单调递减.（在 rr = e 处如前所说可以按照 y = e 连续延拓 .） 

不但如此，在导函数 y ，( x ) 的表达式中令《 — 1，然后对不定式作计算就得到极限值 
为- 1. 从导数极限定理可知，在点 x = e 处的导数也存在，且使得导函数在该处连续. 

为了讨论图像的凹凸性，需要计算二阶导数 y 〃(: r ). 可以证明它处处大于0,因此 
y ( o 0 是 （ l ，+ oo ) 上的凸 函数. 于是本题的图像没有任何特征点. 

这最后一步的计算和证明虽然只是初等的运算，但较为复杂，我们将它写成为 
§2.12.6 中的命题 2.12. □ 

注与隐函数方程 W 有关的问题很多.下面介绍伯努利对的结果. 

1728年丹尼尔•伯努利写信给哥德巴赫，说他证明了方程# = ^除了 2 4 = 4 2 这 
一组解之外，不存在任何其他正整数解.他又说，该方程存在无穷多个有理数组解.此 
后，满足该方程的一对正数 ( x )V ) 就称为伯努利对. 

读者容易验证，对每一个正整数 n , 在 §1.2.3 的习题69中与数 e 有关的 

Xn= ( 1+ n ) n * y "=( 1 + i ) n+1 

恰好就是伯努利对 . n = 1时就是 (2,4), n = 2时就是 ( f ， 实际上不难看出有 


胡尔维茨已经证明，在有理数的范围内，除了这些解之外没有其他伯努利对. 


2.12.4 极坐标系中的函数图像（习题 1546-1550) 

在 §1.4.5 中已经介绍过在极坐标中作函数草图的方法.下面选两个例子来讲解. 

习题1549在极坐标系 r ) (r ^ 0) 中作函数 r = 的图像，其中# > 1， 

a > 0. 


解如 §1.4.5 所示，首先在 (^ r ) 的直角坐标系中观察 r = r {^) 的变化趋势.为此 
只要计算 r 对#的导数.由于双曲正切函数的求导公式一般使用较少，下面还是将该函 
数用指数函数表示后求导（双曲函数的定义与图像见附录一的习题 340). 

为简单起见取 ci=l. 


于是先写出 r = 六然后求导額 


dr 



(e 々 + e -^) 2 - (e^ - e ~^) 2 






-物一 l)-(e 如一 e -，， 





于是只要研究最后一式的方括号内的符号.将它记为 

f (( f ) =4 ((p - 1) - ( e 2 必- e _2v? ), 

则有 /(0) = -4 < 0, 

/’⑼= 4 - 2 e 知- 2 e - 2 ' 

f ，» = _4 e 2 》 十 4 e _ 2 ' 

可见在 p > 0时/〃⑼ < 0,然后结合/'(0) = 0和/⑼= 一4就可推出/(⑷ < 0.( 原 
来只需要在 p > 1上建立这个不等式，但从上面 的讨论 可见在 cp >0 上讨论更方便 .） 

由此可见 p > 1时是严格单调递减函数（见附图 1). r 
又容易得到 3 |1 

r(l + 0) = + oo , r (+ oc ) = 0， 2 | V 

即当 p — 1+ () 时图像上的点趋于无穷远.随着 p 的递增, r 递 1 i 
减趋于 0, 因此在极坐标中的图像是趋于极点 o 的螺线 .（ 参见 O : 2 3 4 W 

在 §1-4.5 的习题 371.1( h ) 和附录一中的其他螺线的例子 .） 习题1549的附图1 

为了把捤 # — 1 + 0时图像远离原点时的性态，我们来看本题的图像是否存在渐近 
线.从1 + 0时 r — + oo 可以知道，如果存在渐近线，它的斜率只能是 tan 1. 引入 
直角坐标方程 




9一 


• COS 


然后就有 




/ v tanh ip • 

^ _ f .训 P ， 

lim = ij m tan cp == tan 1. 

¥>—1+0 X{(f) v 一 1+0 

再求下列极限： 

Jim n [*)_ tan l - o; ⑼ j 



=^ 1 im ^ • 二巧 1 • (sirup - tan 1 - cosy ?) 


习題 1549 的附图 2 

可知存在渐近线 


= tanh 1 • cos 


= tanh 1 - 
一 tanh 1 


jj m tamp — tan 1 

— 1+0 (f — 1 


y = xtan 1 + 


tanh 1 
cos 1 


根据以上分析可以作出附图 2 所示的图像.从曲线与渐近线相交可知存在拐点（见 
§2.8.2 的习题1317的注).用 Mathematica 软件可求出拐点的直角坐标的近似值为 
(0.593,2.506)，在附图中用小黑圆点标出 .口 



习题 1550 在极坐标系中作函数 p = 的图像 • 

(此题中的函数在《习题集》的以前版本中为 co S p = ^•，这与现在的题不全相同 •） 

解记 /⑺ = (r > o ), 则由于反余弦函数的定义域为 [-1,1], 因此必须满 
足 |/( r )| ^ 1. 容易解 fi r 的范围为 [ r 0 ,+ oc ), 其中 

r 0 = 二 1 . « 0.618. 

如附图1的分图⑷所示，当 r •从7* 0 递增到2时， 
/ ㈧ 从 -1 递增到 0.25, 然后当 r 从2递增到 + oo 时， 
/ ㈧ 从 0.25 递减趋于 0. 

在此基础上与反余弦函数复合，就如附图1的 
分图 （ b ) 所示，得到了在 (r ， cp) 的直角坐标系中 p = 
arccos /( r ) 的 S ) 像.（这里可参考 附录一 的习题312关于 
反余弦函数的图像.当： r 从-1递增到1时， airxosx 从 
兀严格单调递减到 0. 特别是有 arccx ) S 0=-|.) 

这样就确定了 p = arccos 的定义域为 

lr 0 , 十 oo )， 当 r 从 r 0 递增到2时， p 从 7 C 递减到 
arccos0.25 % 75.5 。， 而当 r 从2 递用 趋于 +oo 时， p 
则递增趋于 

这已经表明图像有垂直渐近线.从直角坐标变量 

x = rcosy;= ^J. = 1 _l 

2 J || 可见因此当0：一1-0时点（0：,2/)与原点的距 

x / r 离 r —+00^*5 有垂直渐近线 ： c = l . 在极坐标系中可写成 

( \ 为 r cos ip = l . 

O ~■ I _"■2~" 根据以上分析在附图 2 中作出极坐标系中的函数图像, 

! 其屮直角坐标近似值为 (-0.618,0) 的小黑 1 SI 点是 r 的最小 

习题1550的附图2 值点，直角坐标近似值为 （0.5,1.936) 的小黑圆点是#的最 

小值点. 

附图2提示我们该图像有拐点.由于本题虽然是极坐标作图题，但完全可以用 
y = y(x) 表示出来，因此从 r = 即可写出该函数的显式为 

JL X 

然后用标准的求二阶导数的方法求出拐点，它的坐标近似值为 （-0.123,0.882)( 在附图 
2上也用小黑圆点标出).具体的计算 从略 口 
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2.12.5 曲线族的图像（习题 1551-1555) 

这些是含有参数的曲线族的作图题.它们都可以用 §1.4 中作草图的技巧得到大致 
正确的图像，然后用计算特征点等方法加以精确化，最后再考虑参数变化对图形的影响， 
作出曲线族.下面只讲其中的一题. 

习题1553作曲线族 y = :r 土 yja {\ - 的图像，其中 a 为参变数. 

解当 a = 0时就是直线^ / %对于 a _ 0的其他情况可以将方程改写为 

(y — x ) 2 — a(l — X 2 ) = (1 + a ) x 2 — 2 xy + y 2 — a = 0 ， 

因此是平面上的二次曲线.根据平面解析几何知识，这是以坐标原点 O 为中心的二次曲 
线，当 a > 0时为椭圆，而当 a < 0时为双曲线.它们的图像如下面的附图所示. 




习超 1553 的 附图： （ a ) a >0 时的椭圓族， （ b ) a <0 时的双曲线族 

下面我们不依赖解析几何知识来对于图像作出概要描述，具体计算细节从略 
分两种情况，即对于分图 （ a ) 中的椭圆族和分图 （ b ) 中的双曲线族分别讨论. 
( a ) 当 a > 0时,函数 y { x ) 的定义域为[-1， 11. 图像是有界的. 

求导数得到 


y \ x ) = 1 ± 



从 〆 = 0解出 z = 土 再求二阶导数得到 

•v/l+a 

2/"(工）=干——3 
(a(l-x 2 ))2 


可知没有拐点.利用二阶导数的符号可以 判定： 当 y (: r ) 的表达式中第二项前取加号时 
曲线为凹，同时知道点为极大值点，极大值为 y = v / TT ^; 而当的表达式 

中第二项前取减号时曲线为凸，点-一为极小值点，极小值为 y = - yTT ^. 

vl + a 

在分图⑷中对于参数 a = |， i ，| ■作出了三个椭圆，并标出它们的极值点. 

这个椭圆族中的每一个椭圆都通过点（1，1〉和（-1，- 1). 它们的主轴方向各不相 
同，可以用解析几何或其他方法确定. 



根据特征点作函数图像（习題 1471-1555 ) 


( b ) 当 a < 0时，函数 y ( x ) 的定义域是区间（- oo , 一1]和[1， + QO ) 的 并集. 曲线是无 
界的. 

不必重新求导，但求解 y f = 0 时发现当-1 < a < 0时才有实根.同样利用二阶函 
数的符号可以判定 •_ rr = 一^=为极小值点，极小值为 v / Tf ^; x = -一为极 

_ yl 十 a vl + a 

大值点，极大值为 — \/1 -f a . 

(注意这里的极值类型与 a >0 时相反 .） 

关于凹凸性的结果与 a > 0相同，但目前曲线存在渐近线.按照标准的方法可求出 
渐近线方程为 

y = (1 土 y/^a)x. 

在分图 （ b ) 中对于参数 a = 一|，一 1，一 作出了三对双曲线，并标出极值点，又用虚线 
表示它们的渐近线. 

这个双曲线族的每一对双曲线都通过点 （1,1) 和（-1,_1).它们的主轴方向各不相 
同，可以用解析几何或其他方法确定 .口 


2.12.6 补注 

下面的命题是对 §2.12.3 的习题1544的补充，也是 §2.7.2 的习题1288中用于证明 
不等式的定理的一次应用. 

命题 2.12 隐函数方程 := y x (x > 0 ,y > 0) 的非平凡解 2 / = 是区间 
( l ，+ oo ) 上的凸函数. 


证如前所说 ， fky = tx 引入 参数纟 后将隐函数方程转换为参数方程 


在 t = l 处可以连续延拓得到 x = e lP = e . 

然后按照参数方程定义的函数的求导法则得到 


dx x' t 


i3r)i^r 

brM ' 


_ t 2 (t — 1 — In 亡） 

t — 1 — tint ' 

且已经证明上述导函数处处小于 0. 下面要计算二阶导数 y 〃(: c ) 并证明它处处大于 0. 
按照参数方程给定的函数求导法则有 


d 2 y = [Z/WK 

dx 2 ~ x [ 


由于分母在前面已经计算得到为< = 

时小于0,因此以下只要证明 W { x)\ t < 0即可. 


— 1 — tint 
中-1) 2 


，且已经证明在 f >0( t / l ) 



直接计算得到 


f " 、 1 , 一 尤[ 3 (亡一 i) 2 - 2 ( 尤 2 - 1) ln^ + t In 2 t] 

[y ( )Jt - (T^T^TbTp ， 

因此若记分子的方括号中的表达式为 

F(t) = 3(t - I) 2 - 2{t 2 - 1) Ini 4-tin 2 t, 

则只要证明当 t > 0 Q 关 1) 时 F ( t ) < 0. 

利用 §2.7.2 的习题 1288 提供的方法，从 F{t) 开始列出它的逐次导数 如下: 

F ( 和 3(t - I) 2 - 2(t 2 - l)lnt + tln 2 t ， 

尸 , ⑷= 6( 亡一 1) 一 2( 尤一 + ) — 4 亡 In 亡 + 2 In 亡 + In 2 艺 
= - 6 -f -I - 4t\nt^2]nt + In 2 1 7 


F "( t )= 


4_ 吾 -4 + I -41n “寻 Int 


= _2_ 


2_ 


4 In i In t, 


F m (t)= 


4 2 


In t 


= ^[2(l-t 2 ) —tint}. 

可以看出，当 Z > 1 时有 F m { t ) < 0. 又因 F , f ( l ) = F f ( l ) = F (1) = 0, 从而可以逐 
次推出当 t>\H F Jf { t ) < 0, F ^ t ) < 0 和 F { t ) < 0. 

又可以看出当 0 < t < i 时有 F ' 〃⑷ > 0. 于是乂可逐次推出当 0 < f < 1时 
F , f { t ) < 0, F \ t ) > 0和 F { t ) < 0①. 

合并以上可知 t > 0 { t ^ 1) 时 F ⑴< (). W 此函数方程 W f 卜 > 0,2/ > 0) 的 
非平凡解 2 / = y (： r ) 的二阶导数 y n { x ) 除了在点 a : == e 夕卜，处处大于0,因此是严格凸函 
数 •口 

注利用连续延拓的方法，已知 y ( x ) 于点 z = e 处连续.然后计算 f — 1 时的导数 
€■和 ■& 的极限值，利用导数极限定理，就可以证明 y ( x ) 在点 : r = e 处有一阶和二 
阶的连续4数. 


® 由于有下列恒等式 




因此 F(t) 在 0 < t < 1 时和 f 1 时一定 同号 . 




§2.13 函数的极大值和极小值问題（习題 1556-1590) 
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§2.13 函数的极大值和极小值问题（习题 1556-1590 ) 


内容简介本节除了开始几个题之外都是极大极小问题的应用题，内容丰富多彩， 
有许多题的结论具有实际意义或参考价值. 

本节的不少题已经成为各种教科书或参考书中常用的经典例题，本书只能选讲其 
中的一部分. 


幵始的两题不是应用题，然而它们对于解决极值问题有用.由于其中没有对函数加 
上可微等条件， 因此它 们的可应用范围就更大了. 

习题1556证明，如果函数 /(: r ) 非负，那么函数 

F ( x ) = Cf 2 { x ) (C > 0) 

与函数 /(: r ) 有相同的极值点. 


解（以下在严格极值的意义上讨论，对于非严格意义极值的讨论是类似的 
设 x ◦是/的极小值点，则存在5 > 0,使得当 xeixo - S^xo + (5) 且 x # xo 时（即 
x 减于去心邻域 Os ( x 0 )- {吻})有/( ㈨ > /(邱).由于/非负，因此将上述不等式两边 
平方且乘以正数 C 后不等式仍然保持原有方向成立，即在此去心邻域内成立 

F ( x ) > F ( a : 0 ), 

因此 x 0 也是函数 F ( x ) 的极小值点. 

反之，若 F ( x ) 有极小值点: r 0 , 则在该点的一个去心邻域内成立上述不等式.由于 
= C / 2 ( x ), C > 0 R f ( x ) 非负，因此在上述不等式两边约去常数 (7 且幵平方后， 
两边的算术根仍保持相同方向的不等式.即:也是 /( a :) 的极小值点. 

对于极大值点的讨论是类似的，从略 .口 
下一题可用于/不是非负函数的情况. 

习题1557证明，如果函数 ^( x ) 在 - oo < a : < + oo 上严格单调递增，那么函数 

/(: r ) 和 p (/( x )) 

有同样的极值点. 

解设 f ( x ) 有极小值点: r 0 , 则存在 6>0 : 使得当 x e [ xo -6) U ( x 0 4- S ) (这是去 
心邻域的另一种写法）时成立不等式 / Or ) > /( x 0 ). 

由于 f ⑻在（- 00 , + oc ) 上严格单调递增，因此当 xe ( x 0 -6 )U (.to + ^时 就有： 

^(/(^)) > ^(/(^o)), 

这表明点 o ： o 也是复合函数的极小值点. 、 

反之，若: To 是函数的极小值点，则有 (5 > 0,使得当3； € (.To — + 6) 时 

成立不等式 ( p (/( x )) > < p (/( x 0 )). 

由于 Wx ) 在 （- oo ，+ oo ) 上严格单调递增，因此从上述不等式只能得到 f ( x ) > 
/( 工 0 )，从而点: To 也是 f { x ) 的极小值点. 

对于极大值点的讨论是类似的，从略 .口 
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习题 1560 当对数的底为何值时，存在一个数，它本身与它的对数相等？ 

解 设所求的对数的底为 a 〉0, 且 a 一 1，问题是要使得方程 

log a x = x (2.20) 

存在实根. 

记?/ = log a x , 即有: Z ：. 两边取自然对数，就有 y\na = lnx , 于是 log a o : = 
In x/In a . 这样将对数换底之后，方程变成为 

lnx = xlna . 

可见问题已经归结为在 §2.11.5 中的习题1466,即是求方程 lnz = 的实根的个数. 

利用 k = \ na } 直接引 用该# 的解答，就知道有以下结论： 

(1) lna > | 时，即 a > 以 1.4447 时方程 (2.20) 无解.平时使用的自然对数和 
常用对数都在这个范围内； 

(2) a = e ^ 时方程 (2.20) 有一个实根工= e ; 

(3) 1 < a < e "^ 时方程 (2.20) 有两个 实根； 

(4) 0 < a < 1时方程 (2.20) 有一个实根 .口 

注在习题1466中的 fc = 0时该问题有解，但对本题则当 k = lna = 0时只能是 
a =1，它不能用作为对数的底. 

以上是用习题1466的现成结果，当然可以直接用习题1466中的两种方法之一或其 
他方法来解本题. 

从习题1558起，除了上述习题1560之外，都是求最大值或最小值问题，因此本节 
的标题若改为函数的最大值和最小值问题更为确切一点.这是数学的最优化方向中的 
起点.其中常将要求最值的函数称为目标函数.这也是最优化方向中的常用术语. 

以下的主要步骤是根据问题写出目标函数，确定其定义域.在定义域为有界闭区间 
而目标函数又连续的情况，可以确定最值的存在.对于其他情况则还要考虑求确界.确 
界若能达到就是最值.最后还要研究所得到的最值点是否符合问题的实际情况. 


习题1562己知直角三角形的一条直角边和斜边之和为定值，求一个面积最大的 
直角三角形. 

解1设题设的定值为 a >0, 记一条直角边的长为2；,则0 < a < f . 这时^边长 
a - x , 而另一条直角边长为 ^ Ja - xY - x ^ = Va 2 - 2 ax , 因此直角三角形的面积（的 
两倍）为 •• 

S ( x ) = xy / a 2 — 2 ax . 

将其对: r 求导得到 

S ^ x ) = Va ^- 2 ax + ~ 

y / a 2 — 2 ax \/a 2 — 2 ax 

可见有实根 x 0 = f . 




从 S ' ⑷于 （0， x o ) 时大于0,于（抑,~|)时小于0,而 5(+0) = 0, S(f 一 0) = 0,可 

见 S{Xo) = ^ 就是最大值. 从邱 == f 可知该直角边等于斜边的 —半， 也就是该边 
对应的直角三角形的锐角为30。的情况 .口 

解2设直角三角形 0/1 S 的斜边与直角边 OS 的和为 
定值 s . 如附图所示将这个直角三角形关于另一条直角边04作 
反射，就得到面积为直角三角形 OAB 面积的两倍的等腰三角形 
ABC . 它的周长为于是只要在所有周长 2 s 的等腰三角形中找 
面积最大的即可. 

可以证明在所有周长 2 s 的三角形中面积最大的就是等边三角 
形，它同时也是等腰三角形.因此只要解决了这个更一般的问题， 

也就回答了习题 1562 中的问题.这也说明为什么解 1 的最后解答 习题 1562 的附图 
中， 直角边 OB 的边长为斜边的边长的 一半， 其对角 OAS 恰 
好是 30。. 

可以用微分法证明，周长为定值的所有三角形中等边三角形面积最大.这里我们将 
给出用平均值不等式的初等方法. 

根据海伦公式，周长 2 s •且三边为 a ， b ， C 的三角形的面积为 

5 = y / s(s — a)(s — b )( s ^- c ), 

于是有 

s 2 = s[{s - a)(s - b){s - c )] ^ 5 [• (! -(、 b ) + ( s _ 

其中成立等号的条件是 .9 - a = .S - 6 = 5 - c, 也就是 a = 6 = c. 于拜己经证明了在周 
长以 的所有三角形中等边三角形的面积最大，最大值为 max 5 = ^ ■.口 

习题1563 —圆柱形封闭罐子的容积为 V ,当它的尺寸大小为何值时，罐子的表面 
积最小？ 

解1设罐子顶盖面的圆半径为 A 圆柱髙为/ I ，则有 tix 2 /i = K , 

罐子的表面积为本题的目标函数，记为 

S ( x ) = 2 nx 2 + 2 nxh = 2 nx 2 + 

理论上 5( x ) 的定义域为 （0,+ oo )， 虽然实际上我们不可能制造底圆 
半径任意大或任意小的罐子. 

由 5(+0) = + OC 和 5(+ oo ) = + oc 可见 S ⑷在 （0,+ oc ) 上下方有界，从而有最小 
值.这时的最小值点也是极小值点，可从 S f ( x ) = 0解得. 

将对 a ; 求导得到 

5’ ⑷= 4 tcx - 學= K ： r 3 一 备)， 







因此只有唯一的实根 rr 0 = / I . 从 S f ( x ) 经过点 x 0 的符号变化可知： to 就是要求的 
最小值点.目标函数的最小值是 

S(x 0 ) = 十 = 3v^2. 

V 2 tT 

这时的_柱高 

九女 L 夺、 

即最佳尺寸是圆柱髙与顶盖阏直径相等 .口 


解2与习题1562的解2类似，这类问题经常可以通过巧妙地应用平均值不等 
式而得到解决.实际上只要将 H 标函数写成为三项之和，然后用平均值不等式且利用 
nx 2 h = V ,就可以得到 

S ( x ) = 2 nx 2 + nxh 4- nxh ^ 3\ Z 2 n 3 x A h 2 = 3s / 2tcV ^. 

不但如此，从平均值不等式成立等号的充分必要条件还知道，当 271 X 2 = KX . h 时上述不等 
式成立等号.这同时给出了目标函数的最小值以及达到此最小值的条件为 2 x ^ h . □ 

注本题表明有盖圆柱形容器用料最省的尺寸是顶圆直径与高相等，这在 H 常生 
活和工农业中足常见的.然而当罐身和盖底的材料不同时就会得到+同的结论. 

习题 1564 在不超过半圆的己知弓形中，试内接一个面积最大的矩形. 

/——解不妨取圆芊径为 1. 如附阍所示，将弓形的矢 
广 « (或称拱高）记为 a . 内接矩形用灰色表示，它的一边在 

/■ -- -~f -\ 弓形的弦上.将与弦垂直的边的边长记为 rr ， 则矩形的 

/ 1 a / \ 另一边的边长为 2八1 一 （x + 1 — a )2. 

于是作为目标函数的矩形面积是 

习题顏 的附图 5(x) = 2 x 0— x — l - a ) 2 t 0<x ^ a . 

S ( x ) 在 M 间 [0, a ] 的两个端点处等于0,在 区间的 内点处达到最大值，因此该点的 
导数等于0.将 S ( x ) 对 x 求导数得到 

S \ x ) = 2 v / l -( x + l -* a )2 + 2 x • /： ~ (X + 1 ； a) “ 


-(x + 1 — a) 2 


2 x . 厂(工 + 1 - 

\ J \ — (x + 1 — a ) 2 

- [2x 2 + 3x(1 - a) + (1 - a) 2 - 1], 


方程 S ^ x ) = 0 只有一个正根，因此它就是最大值点.将它记 为抑， 其表达式为 

一 3(1 — a ) + v /( l - a ) 2 +8 ri • 

xo = 4 . 口 

注将最大值点的上述表达式除以 a 5 可以研究与弓形的拱高 a 之比的变 
化范围.将: ro/a 对 a 求导就可以知道这个比是 a 的递增函数.从 x 0 (+0) = •^和 

工 0(1) = 可见它约在 0.667 到 0.707 之间. 




习题1566在底为6,高为/ I 的三角形中 内接一 个周长最大的矩形.讨论解这个问 
题的可能性. 

解只限于考虑矩形至少有一条边在三角形的某条边上的情况. 

这时的周长计算已经在 §1.3.1 的习题171中做 
过.这里不再重复. 

如附图所示，设矩形的一边在三角形 ABC 的边 
上，该边长度为6,对应的高为 / i . 取矩形的平行 
于高的边长为: r ， 则如习题171所示，矩形的周长为 

习题 1566的附图 P (: c ) = 2(1 — 去 ) x + 26 (0 ^ rc ^ h ). 

为研究周长随 a : 而变化的情况，求导得到 

⑷ = | - 6)， 

可见当 /I > 6时 a : 越大越好，因此最大周长在 x = h 时达到.这时矩形是一边长度为0 
的退化矩形，与高 ft 重合，最大的矩形周长为 2/ i . 

若八 < 6,则 a : 越小越好，最大周长在 x = 0 时达到，矩形变成与三角形底边 AC 重 
合的退化矩形，最大的矩形周长为 26. 

特别当 h = ft 时，则无论取什么 a : e [0,/ i ], 矩形的周长始终等于一个常数 2/ i . 

但问题还没有完.如图所示，如果矩形的一条边不是在 AC 边, 而是在三角形的另 
外两条边上，则是否会得到周长更大的内接矩形？ 

从附图可见，三角形的任何一边的髙不会超过另两条边的长度.由此可见，如果6 
是三角形最长边的 K 度，则它所对应的/ I 不会超过另外两条边长，从而必定小于6.同 
时另外两条边和卨的长度都不会超过(换言之，若发生^ > 6,则6 —定不是最长边的 
长度 .） 

由此得到 结论： 三角形的最大周长内接矩形只能是宽度为0的退化矩形，它与三角 
形的最大边重合，矩形的周长是该边长度的两倍 .口 

习题1576求椭圆^ = 1 (0 < 6 < a ) 过顶点 B (0 : - b ) 的最长弦. 

解这时要求椭圆上的点 ( x , y ) 到顶点 （0, -6) 的距离达到最大.为方便起见，如习 
题1556所述，取其平方为目标 函数： 

夕⑷ = x 2 + (y + fc ) 2 ， 

其中 y = 2 / Or ) 是满足椭圆方程的非负隐函数. S ( x ) 的定义域是 [- a , a ]. 

将 S ( o :) 对 a : 求导得到 

S ’( x ) = 2 rc + 2 (y + %’， 

然后从楠圆方程用隐函数求导法得到 〆 = —氣 ，代入后得到 

y ⑷ =2 工一导 一毕. 

a ay 
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臟作)= 0的解除了 X = 0是解之外还要考虑的可能性. 
我们先考虑后者.记 c = 这时有 



6 3 


将它与椭圆方程联合就得到 


可见在 a > y /2 b 的条件下存在两个驻点 

, aVa 2 - 26 2 
叫 2 = 士―? — • 

观察取正号的这时在给点附近的 〆 = 一 | < 0, 即 y(:r) 严格单调递减，从而可推 

出 S'(:r) 在 A 左侧大于 0, 而在其右侧小于 0, 因此: n 是极大值点.同样可证明 rr 2 也 
是极大值点. 


比较目标函数 S ( x ) 在端点 re = 土 a 和心， 2 处的值，从 

5(± a ) = a 2 + 6 2 < S ( x \ } 2) = 

可见: r li 2 是 B 标函数的最大值点.在附图的分图 （ a ) 中对于 a >726的_况，分别作出 
了连接顶点（0, 一 6) 和点 ( x u y ( x x )),( x 2 y y ( x 2 )) 的两条最长弦,长度为 

C 



习題1576的附图 

^ a ^ y /2 b 时只存在唯一的驻点 x = 0. 由于在闭区间[- a ， aj 上的连续函数 S ( x ) 
有最大值，而 

5(0) = 46 2 > 2 a 2 > a 2 + 6 2 = 5( 士 a ), 

因此 : c = 0就是最大值点，连接顶点（0, - b ) 和（0, i >) 的椭圆短轴就是所求的最长弦，长 
度为 26. 在附图的分图 （ b )，( c ) 中画出了 (1=力6和 a < v /^ 的情况 .口 


注本题的内容与下一节的曲率圆概念直接有关.三个分图恰好是点（0,6)处的 
曲率半径大于26,等于2&和小于26的三种情况.在三个分图中用虚曲线作出了以点 
(0, -6) 和加为半径的圆弧.分图⑷和分图⑷分别表明 S ( x ) 在点 z = 0处达到极小 
值和极大值.对于分图 （ b ), 上述圆弧就是曲率圆的一部分.这时的圆弧与椭圆曲线为密 
切接触，即在该处的一阶和二阶导数都相等.用带佩亚诺型余项的泰勒公式可以写出 



381 


§2.13 函教的极大值和极小值问題（习題 1556-1590 ) 


S{x) = 4 ft 2 — 


8 a 4 


< x 4 ) 


这同时也对 a = 情况的 x = 0 为极大值点给出了一个直接证明. 

同样可以对于 a > V 2 b ^ a < V 2 b 情况的驻点 x = 0计算出 

S〃 (0) = 2(a 2 -2fe^) > 

从而分别判定该驻点为极小值点和极大 值点. 

习题1579 幵放式水渠的横截面为等腰梯形，已知水渠中水的截面面积为 S ， 水深 
为 h . 当水渠侧边的坡角#为何值时，水渠横截面被水浸的那部分周长为最小值？ 








解如附图所示，将梯形的底边长记为 A 则从 
5 = a/i + / i 2 cot 可得到 

h cot p ， 


习題 1579 的附图 

从而得到以 w 为自变量的目标函数为 


- 


S . 2 /i — hcoscp 


P(ip) = f 一 hcotip + 2hcscip = 胥 + 

然而这里如何确定的定义域呢？ 

根据题意可见 P 为锐角，其上界可取为 90°. 又从底边 a > 0,可见 an # < S/h'\ 
于是有 p 》 arccot -^-=^ 0 . 这样就可以取目标函数 P (^) 的定义域为闭 K 间[外 ， f 1. 
当 p =：仰时 a = 0,等腰梯形退化为三角形. 

将尸(幻对 p 求导得到 




/ i(l — 2 cosy ?) 
sin 2 ip 


可见驻点为 （ = arccos y = 60°. 

求出二阶导数 

p"0f) = -■ 2 !}~ • (1 + cos 2 (f - C 0 S (/?) > 0, 
sin <p 

可见 P 〃 (⑷为 bo , y ] 上的凸函数， P f M 是严格单调递增 函数. 若驻点€在目标函数 
的定义区间内，则在驻点左边小于0,在驻点右边大于0,因此 C 是极小值点，也 
是最小值点.这对于 C 是区间的边界点 < A ) 的情况也成立 • 

然而当 C <仰时的最小值点就不是《了.由于这时/%)在 ^)， f ] 上严格 
单调递增，在左端点仰达到最小值.发生这种情况的条件是列> € = 60°，也就是 

cot ^ < cot 60。 = — 

结 论：若 S 则最佳坡角取 60°， 否则只能取 arccot -^-. □ 

注《习题集》所附的答案只有前一种情况，可能是因为在实际问题中的 S 与/1 2 
之比足够大，很少会出现后一种情况.上述讨论表明在决定 h 时应当考虑 S 的实际大 
小. 
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习题1580包围面积为 S 的封闭曲线的周长与面 
积为 S 的圆的周长之比称为这条周线的弯曲度. 

在等腰梯形 ADCD {AD//BC) 设底 ZD = 2 a ， 
锐角 BAD = a , 当梯形为怎样的形状时，它有最小的弯 
曲度？ 



习題1580的附图1 


解将等腰梯形的高设为变量 x (参见附图1)，则可以计算出梯形的周长为 

p(x) = 4 a — 2 x cot a + 2 rr esc a , 

同时梯形的面积为 

5( x ) = + • i • [2 a 十 (2 a — 2x cota )] = 2ax — x 2 cot a . 

由于面积为 S(x) 的圆的周长为 271^-^- = 2y/^), 因此就可以得到梯形周线 
的弯曲度的表达式为 

w t x \ ― = 2a — x cot a + x esc a 

2y/nS{x) y/n{2ax - x 2 cot a ) ， 

这就是本题的目标函数，自变量 a : 的定义域为 ( G ,+ oo ). 

将 WaO 对 x 求导得到 

(a — x cot a ) [2 a -f x(csc a — cota )] 


( esc a - cota ) y 2 ax - x 2 cota 




y /2 ax - x 2 cota 


+ cos a 
sin « 


-2 a ) 


y / n (2 ax - x 2 cot a ) 
a cot 号(工— 2 a tan 


3 ^ 


y / n (2 ax — x 2 cot a ) 2 y / n (2 ax — x 2 cot a ) 2 
可见有驻点 XO = 2 a tan f . 又从 w \ x ) 的符号变化可见: Ta 是极小值点，也是撮小值点. 


在附图2中作出了弯曲度最小的等腰梯形.从 

号 ■ =atan *f 

可见，只要作两个底角的角平分线，就得到所求的高邱 
的一•半，然后再延长一倍得到 xo . 这时上述角平分线的 
交点与梯形的每一条边的距离都是因此以该交点 

为圆心和以 f 为半径的圆就成为等腰梯形的内切圆, 
这即是弯曲度最小的等腰梯形的几何特征 .口 



习题1580的附图2 


习题1583两艘轮船分别以速度为1/和 r 勻速直线行驶，两条直线的夹角为0.如 
果在某一时刻它们离幵两条航道的交叉点的行驶距离分别为 a 和6,试确定两艘轮船的 
最短距离. 

解如附图所示，若将两艘轮船分别处于点 4 和 B 的位置的时刻记为~ = 0, 则在 
时刻〖的两船之间的距离 s 的平方就可以用三角函数的余弦定理写出为 
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习题1583的附图 


s 2 (t) = (a — ut) 2 + (6 — vt) 2 — 2(a — ut)(b — vt) co&0. 

将 s 2 对 t 求导得到 

2ss' — 2(a — ut){—u) -h 2{b — vt){—v) — 2cos9[—u(b — vt) — v(a — ut)). 

整理后得到 

n 

ss 1 = (u 2 -f v 2 — 2uv cos 9)t — [ua -\- vb — ( 以 6 十 va) cos 9 }, 
由于 0 不等于0,因此 i 的系数大于 0, 于是可解得唯一 
的驻点为 

_ ua + vb — (ub 4- va) cos 6 
0 — u 2 -{-v 2 — 2uvcos0 

且可看 出当纟 递增经过 h 时， < 从负到正，因此 to 是极 
小值点，也是最小值点. 

为求5 2 (« 0 ),可先将沪整理为二次三项式 At 2 ^2 Dt ^ C , 就知道最小值为 C 一 f ， 
于是可计算得到 

s 2 ⑹= ( a 2 # - 2—0) 一 _ [^ 土 f 二 ^ 
v y v ’ u z + -2uvcos6 

_ {ub — va) 2 sin 2 6 

w 2 十 t; 2 — 2uv cos 0 

于是最短距离为 min 5 = . 

v W — luv cos u 

可以看出域短距离为 o 的两个条件是 i = | •和0 = 0,7 C , 这都容易理解. 

此外还可以看出最短距离有可能在0时达到.例如，设 a > b,u<v, 则就有 
ua + vb<ub + va. 这时若0充分小 ，则就有 t 0 小于 0. 这几乎相当于用速度慢的船去 
追赶速度快的船，在£〉0时距离只会越来越远. 

以上只考虑了两船同时向航道交点前进的情况.可以看出，若两船同时背离交点反 
向行驶则答案相同.此外，如果在两船之一向交点前进，而另一船背离交点反向行驶，则 

只要将之一反号即可.因此在《习题集》中所附的本题答案为 

. \ub ± va\ sinO 

mm 5 = ■■ . ' —. 口 

y/u 2 -hv 2 — 2uv cos 0 

习题 1590 在半径为 a 的半球形碗中放一根长为 / (« 〉 2 a ) 的匀质棒，求棒在碗中 
的平衡位置. 


解如附图所示，用直线段表示题中的棒， 长为 I . 用半径为 a . 的半圆周表示 
碗，代表碗口的直径 CD 处于水平位置.记棒的中点为 M , 即棒的重心 . 当 M 处于最低 
位置时，棒达到平衡.这即是要使得点 M 到 CD 的距离 / i 达到最大值. 

由题设条件 Z > 2 a 可见棒总有一端 (即点 在碗外. 

设角 CD A = 9, 则棒在碗内的部分的长度 x = 2 a cos d . 由于 Af 是棒的中点， 
= 这样就得到目标函数 / i 为 
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h {6) = ( a ： — +) s \ n 0 = 2 a sin 6 cos 9 


2 



h (9) 的定义域应当由重心 M 位于碗内来决定. 
这就是要求: r 彡由 x = 2 acos 0 就有& < cos 0， 
因此要求 Z < 4 a . 这显然是一个合理的限制，否则重 
心 M 在碗外，不可能实现题意中的平衡. 

由此可知0的范围是 


o^0 ^e 0 = 


石 < T ’ 


习題1590的附图 


且可看出目标函数 h (0) 在端点0和00处都等于0,而在 ( O ,0 o ) 上大于 0. 这己经保证了 
h (0) 有最大值，且在最大值点处导数为 0. 

计算导数并求解方程 



^(6) = 2 a cos 20 — y cos 0 = 4 a cos 2 0 — | cos fl — 2 a = 0, 

可见在 (0, 9 0 ) 内的驻点是唯一的，也即是要求的最大值点.将它记为（，就有 

Z + V / 2 + 128 a 5 


= arccos 


16 a 


这时处于碗内的棒长部分为 


x = 2 a cos ^ = -^ - I - y 2 a 2 . □ 


最后指出，本节的许多应用题己经成为多种教科书和参考书中普遍采用的经典性 
例题.由于篇幅所限，本书只在上面讲了其中的一小部分.下面特别提出其中有明显应 
用背景的部分习题，希望初学者不要放过 ®. 

习题1567是如何从圆木中取出矩形截面的木材，才能使得其强度最大. 

习题1569是如何在半径为 i ? 的球中， 内接一 个体积最大的圆柱. 

习题1571是如何对给定的球，作体积最小的外切圆锥. 

习题1572是求母线长度固定的最大圆锥体. 

习题1574是求点 M(p lP ) 到抛物线 y 2 = 2 px 的最短距离. 

习题1581是如何从圆中截去一个扇形，使得剩下部分卷成的漏斗的容积最大. 

习题1582涉及铁路支线如何设计，才能使得运费最省. 

习题1586是圆桌中央上方的电灯应当多高，才能使得桌子边缘有最大的照明度. 
习题1587是直角相交的河道能够通行的船的最大长度. 

习题1588是轮船的航行费用与速度有关时的最经济策略. 

习题1589是在粗糙的水平面上移动重物时，如何选取推力与水平方向的夹角，才 
能使得所用的力最小（这个角称为磨擦角). 


® 还可以指出本节的许多题有初等解法（参见习題1562与1563)，因此其中有不少题出现在科普读物中. 
例如别莱利曼的《趣味代数学》和《趣味几 何学》 等名著都有专门的章节介绍许多有趣的极大极小问题. 
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补充 

最后对于前面的习题1564和1566的解作些补充. 

习题1564的进一步讨论首先，如果在考虑弓形中的内接矩形时，并不要求其4 
个顶点都在弓形的边界上，是否会有面积更大的矩形？ 

这个问题比较容易.可以看出，为了求出面积最大的内接矩形，至少其3个顶点应 
当在弓形的边界上.只要将矩形围绕弓形的圆心适当旋转，就可以使得矩形的两条对边 
与弓形的底边平行，从而归结为前面己经考虑过的情况. 

更有意思的是当弓形大于半圆时的情况.考虑到圆的内接矩形中面积最大的就是 
内接正方形，因此可见它也就是当弓形的圆心角大于等于3 兀 /2时的最大内接矩形.对 
于弓形圆心角介于 7 C 和 3 tu /2 之间的情况，问题要复杂一些，留给读者讨论 .口 

习题1566的进一步讨论在考虑三角形中的内接矩形时，如其4个顶点都在三角 
形的边界上，则如前面的解所示，矩形至少有一条边在三角形的边界上.现在若不要求 
其4个顶点都在弓形的边界上，是否会有周长更大的矩形？ 


容易看出，为了求出周长最大的内接矩形，至少其 2 个顶点应当在三角形的边界上. 
如下面的附图 2 ( a ) 所示，只要将不含有矩形顶点的边 SC 平移到与矩形相遇，就己经将 
问题归结为至少有三个顶点在三角形边界上的情况了. 



习题1566的附图2 


现在看附图 2( b ) 中的内接矩形 LMNK 、 其中顶点 iV 不在三角形的边界上.考虑 
矩形各边的方向不变时，改变边长 MN = LK = x, 这时的矩形周长 P(x) 会如何变化？ 
如图所示，当 z 变为 rr + Arr = M'AT' = 时，周长的增量△尸= 2Ax-2(d4-e), 
而从图上可见△: r = d(tan a 4- tan /3), etan7 = dtana, 因此可计算得到 


AP 


= 2Ax(l- 


tana 


tana + tail 0 tan 


• cot 7 \ 
f tan 0 ) m 


由于 a,/3, 7 不变，因此已经证明周长是: r 的线性函数.于是它的最大值只能在: c 的变化 


范围的边界点上达到. 


如附图 2 ( c ) 所示，过三角形的顶点 S 作平行于 MN 和 LK 并与边 4(7 相交的直线 
段，它就是: c 能取到的最大值.又过顶点> 1 作平行于 LM 和并与边 5(7 相交的直 
线段.将它们的长度乘以2并取其中的最大值，这就是当 a , /3不变时周长函数 P (: r ) 能 
取到的最大值. 

由于附图 2 ( c ) 中的三角形内的两个直线段的长度都小于三角形的最大边的长度， 
因此在前面的题解中给出的答案仍然是正确的（相当于这里的 ^ = 0 ). □ 



§2.14 曲线相切•曲率圆•渐屈线（习题 1 59 1-1 6 1 6 ) 

内容简介本节考虑曲线之间髙于一阶的相切，含有曲率半径和渐屈线的计算.它 
们与曲线 2 / = y ( x ) 的二阶导数有密切联系. 

习题1591选择直线2/ =以+ 6的参数 A : 和6,使得它与曲线 

y - x 3 - 3 x 2 + 2 

有高于一阶的相切. 

解 由于直线的二阶导数恒等于0,因此在切点处的 
y = x 3 -3 x + 2 的二阶导数也等于 0. 求出 

y 1 = 3 x 2 - 6 x , y " = 6 x — 6, 

可见只能是 x = 1 . 这时的 y ( l ) = 0,于是直线方程满足 
4- 6 = 0. 

在点 x = 1处直线的斜率为 fc ， 而 2/(1) = 3 - 6 = -3， 

因此 fc = -3, 6 = 3. 于是所求直线为 y = + 3. □ 

注由于木题的 y ( x ) 是三次曲线，二阶导数等于0的点至多只有一个.如附图所 
示，只有在拐点处才可能与一条直线有高于一阶的相切. 



习题1591的附图 


习题1595求双曲线: ry = 1奋:下列点处的曲率半径和曲率 中心: 

⑷ A/(l,l); (b) Ar(100,0.01). 


解先求出 y =丄的一阶和二阶导数为: 


然后写出曲率半径公式 


对于点 M(l，l)， 用 y(l) = 



(i ， i) 


2/’⑷=一 




^ (1 + 


y ，，（ x ) = 






L， y f ( l ) = — 1， v "( l ) = 2 代入就有 R =^ = V 2 . 

最后按照曲率中心公式 

£ _ x _yV±y^ i.±y 2 

s - x y " ， v - y 十 y ” ， 

就得到点 M(l，1) 的曲率中心为 （2,2) (见附图) • 

同样对于点 iV(100,0.01) 计算出 2/(100) = -10- 4 和 
^(lOO) = 2 x 10~ 6 ,于是可以得到曲率半径 ft s 0,5 x 10 6 , 
曲率中心的坐标值近似为 （150,500000) .口 


习题1595的附图 


§ 2 . 


曲线相切 . 曲率園.漸屈线 



1591- 


习题 1602 求圆的渐伸线 a: = a(cosf+ isin<)，y = a(sint —tcos () 的曲率 半径. 

解按照参数方程给定的函数的求导法则，计算得到导数为 

f = yj = ajcost-cost^t^nt) ^ 

yx x[ a(—sin 亡 + sin 尤 + f cost) 


// = [VxYt = sec 2 6 _ 1 

Ux ~ x[ ~ at cos t at cos 3 1 * 


于是得到曲率半径为（其中设 a >0) 

(1+2/’ 2 ) 音 —! ^c 3 t\ _ 
R — l ， l — 一 — L _ - 

a\t cos 6 1\ 

为了理解圆的渐伸线的意义，可求出曲率中心 
£, = a (cos t-\-tsint) - tan 7 CC ■ ， ’ = a cos <， 


a\t\. 


at cos 1 1 


•rj = a(sin t — tcost) + 


=asint ， 


at cos' 


可见木题的曲线的渐屈线就是半径为 a 的圆周.如附图所 
示，设想在该圆上绕了许多幽细线，然后拉住其线端 展开， 
则线端点的轨迹就是本题的曲线. W 此它被称为圆的渐伸 
线.附图中所幽的恰好是 展开一 周所得到的渐伸线. 口 



习题 lf>02 的附图 


习题 1603 证明， 二次曲线 

y 2 = 2 px - qx 2 

的曲率半径与法线段的立方成正比. 

解先求法线段的长度.在点 { x , y ) 处的切线斜率为 y '， 因此过该点的法线方程为 

Y-y = -jr(X-x), 

其中 PC ) 是法线上的点.在^ = 0时得到法线与: r 轴的交点 （: r + 2 / 2 /， 0 ). 从 （ a :，?/) 
到该交点的距离即是法线段长 S = v / y 2 + 2/ V 2 = 

写出曲率半径公式 3 

o ( i + y /2 ) T _ 

1，1 ' h/VI. 

用隐函数求导法得到 

yy’ m 
y ’ 2 + yy" = 

即可计算得到 

|yVI = -^- Qy 2 \ = \ p 2 - + q 2 x 2 + q (2 px - qx 2 )\ = p 2 , 

可见曲率半径 K 与 s 3 成正比 •口 





习题1604试写出用极坐标给出的曲线的曲率半径公式. 


解设曲线的极坐标方程为 r = r (^), 则可以写出以 w 为参数的参数 方程： 

x = r(ip) cos ip, y = r{ip) sin f >p. 

于是就可以按照参数方程给出的函数求导法计算得到 
/ _ y’ip _ r’sin < + r cosy? 
x x f ^ r’ cos (p — r sin cp ' 

Vx = . 熗咖 ■ = - - -:- • \{r n sin ip + 2r' cos (p - rsin ^)( r , cos(f - rsimp) 

〜 (r cosip- rsimpy r 

— ( r " coscp — 2r y sirup — r cos cp)(r f sin p + r cos cp)} 

= r 2 -f 2r /2 - rr" 

(r 1 cos (f — r sirup) 3 ) 

于是就得到曲率半径 

(1+2/ 2 ) 音 ― （ r 2 +#) 音 

\ y n \ - | r 2 + 2/ 2 - rV '|. U 

习题 1609 在曲 线?/ = lna : 上找 一点， 使得 在这一 点处的曲率最大. 


=士和，==直接得到曲率为 


K = 


| 2/"1 


( 1+/ 2 ) T ( l + x 2 )i 

于是问题就成为在: c 〉0上求 K ( x ) 的最大值. 

, 计算曲率对 a ： 的导数得到 

(1 + rr 2 ) 吾 — 导 (1 + x 2 )^ • 2x 2 
, K ，( x ) = ———— 


习题1609的附图 


1 - 

(1+x 2 ) 吾 


可见在 x >0 时的唯一驻点是: r 0 = 且从 K \ x ) 的符 

号变化可知: ro 是最大 值点. 在曲线 j / = lno : 上的对应点是 

(^,-~ ln 2). 在附图中作出了该点的曲率中心和曲率 
圆的一部分 .口 


习题1610三次抛物线 y = ( 0 ^ x < + oc , fc > 0) 的最大曲率等于 


求达到这个最大曲率的点 X . 


1000 


解先计算该曲线的曲率.从 2/' = ^-, 2/'== h 得到曲率公式为 


kx 


k 2 x 4 
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为求 K ( x ) 的最大值，将它对 o ： 求导得到 


K ， (x) = 


fc ( 


k 2 x 4 

4 




k 


k 2 x 4 v 
4 


(o 

十 - ㈣ ， 


T _丄 


可见在 OO 时只有唯一的正根:音) 

大值点.这时的最大值为 ° 

K(xo) = k i . { ± f {i f 

利用题设条件 K ( x 0 ) = 1 / 1000 就有 


2 .从 K f ( x ) 的符号变化可知仰是最 


=卩. 2 一 4 


5 4 . 


k _ 七 =500.3 _ + 5普 （fc 


1.93 x 1( T 6 )， 


因此最人值点为 


欠0 


1 1 1 
= /rT. 2 T 5 -T = 


2500 


T » 680.4. □ 



习題 1610 的附图 


注本题来自于铁路转弯时的设计问题（可参看 
[ 6 ] 的第一卷的 252 小节的 10 )). 如题所示的三次抛 
物线可以作为直线（曲 宇半 径为无穷大）和半径为指 
定值的 IMI 弧之间的过渡曲线.它不仅保证了一阶导数 
的连续变化，而且保证了曲率的连续单调递增变化. 
这个要求也出现在许多其他领域的运动轨道衔接中. 
本题的答案给出了可以作为过渡曲线使用的曲线段. 


如附图所示，直线段 M 通过曲线弧@与半径为1000的圆弧@的连接而实 
现了曲率的连续过渡， 其中& 就是根据上述计算得到的和抑所画的三次抛物线 

y =音工 3 ’ 0 ^ x ^ xo - 

接下来是求渐屈线的5道习题.其中的习题 1611-1613 和1615都是问第一卷的 
254小节的例题，这里从略.下面只讲习题1614和 1616. 


习题1614求出曳物线 : c = aln a + K y2 - - y / a 2 - y 2 的渐屈线方程. 

y 


解先用隐函数求导法计算导数义.从方程两边对: C 求导得到 

一 v 


- 1/2 


•y 一 


(a+ yja 2 - y 2 ) 


\ 


y 


一 y 







因此有 




再从这个表达式求二阶 导数： 

\/ o ? - y 1 - 


然后即可计算曲率中心： 

5 y n 

= x^r Jo ? - y 2 , 


( a 2 - y 2 ) 2 * 


y 

sj 友-子 


2\2 


⑷ 一 〆 ) 


(a 2 ~l / 2 ) 2 . 


再利用曳物线方程就可以得到以 y 为参数的渐屈线方程: 


ai 

V 


= aln 


a + 


V = 


还可以进一步求出 77 和 $ 之间的关系 ®. 
将上述第一个方程改写为 _ 

= a±V^Z-^_ 


然后又有 





V 


将两式相加除2就得到 


7) = a • — = a • 

y 


-JL 


=a cosh 



这表明曳物线的渐屈线是悬链线，它在附图中用虚线表出附 
„ . ^ 1、门 习題1614的附困 

图中取 a = l ). □ 

注在 §2.3 的习题1080中已见过曳物线，只是那里以参数方程的形式出现，其中 
\<t < 71对应的一支与本题相同，而0 < < < j 的一支则可以与本题类似地写为 


= a In 



yjo? - y 2 . 


习题 1616 证明，摆线 


= a(t — sin 亡)， y — a(l — cos t ) 


的渐屈线也是 摆线， 只是位置与已知摆线不同. 


解按照参数方程求导法则得到 


①若根据双曲余弦函数 y = coshx 的定义求出其反函数为 a : = \ n(y ± y / y ^ T ), 则就可直接看出 


——= cosh 

y 
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然后计算曲率中心 


卜 : r— / (1 方 /) =^4asin 4 






= x + 2 a sin i = a(t + suit ), 


v = y + 


y" 


=y — 4 a 


"2 


=y — 2 a(l - cost ) = — a(l - cost ). 

令 f = T 一 71 ， 则得到 

^ = a(T — 7 C — sinr ) = —an 4* a(r — sin r ), 

7 ) = 一 a(l + cost ) = — 2 a + a(l — cost ), 

可见渐屈线仍然是摆线，它可以从原来的摆线左移 mi 再下移 2 a 得到. 

在附图屮作出了 a = 1的摆线及其渐屈线（后者用虚线表出).关于摆线的解释见 
§2.3 的习题 1079. □ 



习題 1616 的附图 
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§2.15 方程的近似解（习题 leiii 627 ) 

内容 简介用比例法和牛顿法求方程 f(x) = 0的实根的近似值. 

比例法也称为弦线法，牛顿法也称为切线法. 

这里对方程 /( a ：) = 0总假定函数/二阶可微.第一步是分析实根的个数及其大致 
位置.然后对于每一个实根确定一个区间 [ a , b ], 使得 /( a )/(6) < 0. 这样就保证在 ( a ,6) 
中 有根. 又假设该区间己充分小，使得尸⑷和 r(x) 在区间内保号，这不但保证了根的 
唯 一性， 而且还能够保证用本节的两个方法迭代求解所得到的逐次近似值是严格单凋 
数列 • 

弦线法就是用连接点（化/(^))和（6，/(6))得到的弦线与 x 轴的交点的横坐标值作 
为方程 /(: r ) = 0的根的近 似值; 切线法就是用曲线 y = f{x) 在点 （ a ， /⑷） （ 或(&，/(6))) 
处的切线与 a ; 轴的交点的横坐标值作为方程 / Or ) = 0的根的近似值. 

《习题集》中关于这两种的方法的叙述及其误差估计都是以 [6 j 的 §4.5 中的内容 
为依据的. 

由于弦线法的收敛速度很慢，不是求解 /( x ) = 0的有效方法，下面只对第一个例子 
计算它的一个根. 


习题1617利用比例法求方程: r 3 - 6: r 十2 = 0的根，精确到 0.001. 


解首先求出函数 a: 3 -6x + 2 的一阶和二阶导数： 

fix) = 3x 2 - 6, f n (x) = 6x. 

可见6 =力是极小值点，极小值/(6) < 0, ^2 = -V 2 是极大值点，极大值/(6) > 0, 
闽此可肯定三次代数方程 /(x) = 0有三个实 根①. 

利用/(0) = 2和/在若干整数点上的值，就可以作 
出附图所示的草图，其中点 (0,2) 是拐点.这样就可以确 
定在区间 [-3,-2], [0,1] 和 [2,3] 内分别有一个实根. 

下面只给出区间 [0,1] 内的根的近似计算. 

如《习题集》在本节的前言所指出，可以先从一阶 
导函数 /'( ar ) = 3: r 2 -6 求出 

爪= 0 域 1 1/’(工)卜6, 

为误差估计 . , f {Xn) 





( 2 . 21 ) 


习题1617的附图 


做好准备.（其中《是区间内的根 ，〜 是用弦线法的第 n 
次近似值 .） 

利用 a = 0, b = 1, /(0) = 2, /( I ) = -3,用弦线法的公式得到 


①这里也可以利用 §2.11 的习题1470的答案提供的判据，即 （2.19) 的 g 2 + | < 0是三次方程 
+ px + 7 = 0 有三个实根的充分必要条件.本题的 p 二 — 6, g = 2, 此不等式明显成立. 



§2.15 方程的近似解（习题 1617-1627) 
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xi = a - /( a ) 


= 0 - 


2 • (1 - 0 ) 


= 0.4. 


/⑼-/ ⑷ -3 - 2 

然后计算出 /(0.4) = - 0.336 .由 (2.21) 可见还远远没有达到精度 0.001 的要求. 
在区间 [0 ? X !] 上再用弦线法得到 

xi — 0 


= 0 — 2 


0.342466. 


/⑹一 /⑼ 

然后计算出 /(x 2 ) « -0.014629. 同样由 (2.21) 可见还要再做下去. 
在区间 [0, x 2 ] 上再用弦线法得到 


= 0 — 2 • 


X2 — 0 


0.339979. 


/㈤ 一 /(0) 

然后计算出 f ( x 3 ) « - 0.577 X 10- 3 .由 (2.21) 可见误差已小于 0.001. 

于是求得方程 a ; 3 - 6 a : + 2 = 0在|0, lj 的一个实根的近似值为 0.340. 
对于方程的其他两个实根也可用弦线法求得达到精度要求的近似值，从略. 


□ 


注以上计算虽然简单，但对于理解有关的儿个要点还是有益的. 

(1) 在近似计算中必须有很强的误差估计意识.在弦线法中一开始确定 m 对后面 
的计算有很大的好处.当然这里一阶导函数 f ，( x ) 的保号性是 m > 0的前提. 

(2) 迭代过程中区间的左端点 a = 0始终不变.这是由于二阶导函数 f ft ( x ) 在开始 
的区间|0, lj 上大于0, W 此/在该区间 t 为严格凸函数，从而连接曲线上两点的弦线始 
终在曲线的上方.这就保证了弦线与 x 轴的交点处/始终小于 0. 由此不但使区间左端 
点不变，还保证了迭代得到的近似值数列 { x n } 为严格单调递减. 

(3) 在近似计算中的每一步需要多保留一些小数位，以免由于舍入误差的积累而影 
响计算的粘度.这方面可以参考本书在 §1.2.3 对习题 72 (数 e 的近似计算）的分析. 


下面考虑牛顿法（切线法). 

与弦线法相同处是通过作函数草图等手段确定方程 /( x ) = 0的实根个数及其大致 
位置.然后对于要计算的每一个实根确定包含该根在内部的一个充分小的区间&卟满 
足/⑷/(6) < 0,且使得 /' ⑼和/"⑷在 M 上都是保号的 • 

在弦线法的情况，上述条件不仅保证方程 f ( x ) = 0在 ( a y b ) 内存在唯一的实根，同 
时还保证弦线与 o : 轴的交点一定在 （ a ，6) 内.然而对于切线法来说，在曲线的两个端点 
( a ，/( a )) 和（6, /( b )) 中选择哪一个点作切线却是个首要问题.如果选择不当，切线与 x 
轴的交点有可能越出 ㈧ 61. 这样的例子是容易作出的. 

为此我们介绍 [6] 中提出的选取端点的原则，即切线端点处的函数值（即/(岣或 
f ( b )) 的符号应当与 f f / ( x ) 在 M ] 上的符号相同. 

可以证明上述原则不仅保证第一次使用牛顿法时能够成功，而且在此后只要用所 
得的近似值对应的曲线上的点作切线就可以继续下去而不发生问题. 

此外，如何估计切线法的近似值的误差也是重要的.在问中给出了如下的迭代误 
差估计公式（其中《是方程的 根)： 

I 工 n +1 -仏普 | Xn-a (2.22) 
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其中 M = sup |/〃( or)|，m 则与弦线法中 相同. 

a^x^b 

由此公式可见，每迭代一次，近似值的准确的小数位的长度几乎增加一倍，即收敛 
速度很快.这样的算法在计算数学中称为二阶算法.这里可参见在 §1.2.8 的习题149后 
的注2,其中指出该题和 §1.5.7 的习题 639.2 的开平方根算法都是牛顿法的具体实现. 

在 [6] 中提出了同时使用弦线法和切线法的所谓联合法.它的优点是两种方法所得 
的近似值恰好从两侧逼近方程的根.但单独使用牛顿法也是可以的.这是因为在上述假 
设条件下，牛顿法所得到的逐次近似值是单调的，因此在利用误差估计公式 （2.22) 时己 
经可以确定根的 范围. 另一个方法是利用上面所说的二阶收敛，从前后两次迭代的数值 
比较就可能估计出当前多少位数字已经是准确的，同时可以确定误差范围. 

下面只讲本节的最后一个例子. 

习题1627 求方程 cotz = | — f 的两个正根，精确到10- 3 . 


解设 /( a ：) = cot:r -去+ |， 则当： c — +0时， 
cot a : 〜丄， 且可求出 

X 

i lim o (cotx-^ + f)=0, 

因此在 rr = 0右侧的 f ( x ) 的性态不容易用作草图的 
方法看淸楚.在右边的附图中的 (0,2 tc ] 上的图像是用 
作图软件 PSTVicks 得到的，下面用微分学方法来确 
定最小的两个正根的位置并用牛顿法求其近似值. 



习題1627的附图 


将 f ( x ) 乘以 xsinx , 就得到函数 


F ( x ) = xcosx + (夸 -1) sinx , 


显然 F ( x ) == 0和 / Or ) = 0具有相同的正根.（在 a : 为 n 的正整数倍处 f ( x ) 没有定义, 
而 F ( x ) 也不等于 0.) 于是下面只需要求 F ( x ) = 0的两个最小正根的近似值. 


将 F 对 z 求导得到 


F f (x) = -^-cosx, F n {x) = : r cosx - sin x ， 

则在区间 [0, 号]上有 F (0) = 0,又除了两个端点之外有 F\x) > 0,因此 F(x) 在这个区 
间上严格单调递增，在其中没有正根. 

在区间 ( y ,7 i ] 上有 F (-|) = < - 1 > 0, F(n) = -re < 0,又从 F f (x) 的表达式可 
见它在这个区间上始终小于0,因此存在唯一的实根.从 F 〃(: r ) 的表达式可见它在这个 


区间上也始终小于0,因此应当从右端点 7 C 用切线法求根的近似值. 

从 F \ x ) 的表达式可见在上述第一个正根的右侧直到为止它都是小于0的，因 

此 F { x ) = 0不会有根.在区间[吾冗，2兀]的两端则有 F (吾艽) < 0, F (2 tc ) > 0,且除了左 
端点之外都有沪(4 > 0,因此在这个区间内存在唯一正根.又可从 F n { x ) 的表达式看 
出它在这个区间内大于0,因此应当用 2 tc 作为初始值来用切线法求根的近似值. 






以下是对这两个根的具体计算. 
00从点兀开始有 


xi =2 k — 


5.964 875, 


Xx = 71 - e 2.504973. 

接下来的几次迭代结果是 

x 2 « 2.210 225, x 3 « 2.099 512, x 4 % 2.082 002, x 5 % 2.081576. 

从最后两个值与二阶收敛特征可见对于第一个正根取近似值 2.081 已经达到误差小于 
0.001 的要求.（作为验证我们再求出邱， 发现％ 的7位数字都不再改变 .） 

(2) 从点 2 n 开始有 

Xi = 27t "Tw %5 ' 964875, 

接下来的几次迭代结果是 

x 2 « 5.940 571, x 3 « 5.940 370. 

从最后两个值与二阶收敛特征可见对于第二个正根取近似值 5.940 己经达到误差小于 
0.001 的要求.（作为验证我们再求出 x 4 , 发现 rr 3 的7位数字都不再改变 .） 

结论： 两个最小的正根的近似值分别为 2.081 和 5.940. □ 

最后为读者方便起见，在下面的命题中对本节提到的切线法的重要内容给出证明. 

命题 2.13 设函数 f ( x ) 在区间 [ a , 6] 上二阶可微，且满足以下 条件： 

(1) /(a)/(6)<0, 

(2) 尸⑷和/〃⑷在 [ a , 6] 上均保号， 

那么就有 

( a ) 方程 f ( x ) = 0在 （ a , 6) 内存在唯一的实根 C 

( b ) 若在端点中选取其函数值与/〃同号的端点为邱，则用迭代公式 

x n+1 =x n - 《,((::)) ， n = 0,1,2, ••- 

得到的数列 { x n } 严格单调收敛于根& 

( c ) { x n } 满足误差估计公式 (2.22). 

证 （ a ) 由连续函数的零点存在定理知道方程 f ( x ) = 0在 ( a ， b ) 内有实根.由于 
f ( x ) 保号， /(rr) 在上严格单调，因此只有唯一的实根. 

( b ) 不妨只讨论在 [ a , 6] 上/〃⑷ > 0和/⑼ > 0的情况.从 /( a ) < 0可见在区间 
上 f ^ x ) > 0成立.现在用数学归纳法证明迭代数列 { x n } 完全落在区间 （ a ，6) 中， 
且为严格单调递减，即有 a <《<••• < x n+1 < x n < • • • < xi < 6. 


= X n - 


= 0，1，2,… 


工 n+l 


从 3^ = O：o — 


/( 工 0) 


— b , f ( b ) > 0 和 f r ( b ) > 0 口1见 A < 


^1 — ^0 777 r 7 ^0 — J \ U J ^ ^ ^ J U 1 % 、 x 

/ ( x o ) 

利用 /(O = o 并在区间上用拉格朗曰中值定理，即可得到 

r h m — m h n^o(b~mb-o 

Xi = b —~ TW~ =b - m 



396 


第二幸一元微分学 


其中0 < 0 < 1. 由于/〃 > 0保证了 /' 严格单调递增，因此有 

0 〈尸 ( e + 0(6 - 0) 〈尸 ⑼， 

从而得到 

> b H = €， 

即有 a < < < A < fe . 由于/严格单调递增，可见有 /( xa ) > 0. 

现假设对于 n = fc 有 ci < € <以彡 f >， 则从尸 > 0 
可知 f ( x k ) > 0. 于是从迭代公式 

极 m - /(Xfe) 



尸 ㈤ 

和/’(怎 fc ) > 0可得到 Xfc + i < Xfc . 

利用 /(Q = 0并在 [^ } x k ] 上用拉格朗曰中值定理， 
即可与* = 0的情况一样得到 

r T fM-m T + o{ Xk - o){xk -o ., 

XM = Xk 一 — 湿—- Xk - TM - 

即有 a<i < Xk^i < x k ^ b . 

由于 { x n } 严格单调递减且以 $ 为下界，因此存在极限将它记为 77. 在迭 
代公式的两边令 n — oo 就得到 

fiv ) 


v = v - 


m ， 


即有 /(W = 0 . 由于 r / € [《，6] 而 / Or ) = 0 在 [ a ， fe ] 中只有一个 实根匕 因此只能是 r / = ^. 
( c ) 利用泰勒公式对误差作估计如下： 

I 疒 | — t fi x n) f- 

| x …$|一-《 

( x n - or ( x n )- nx n ) 

TW) 

ne n )( x n - Q 2 

2/’ (工 n ) 

其中 .口 

注若假设 r \ x ) 连续，则在最后一步推导中还可以得到 


lim 


I 杯 +i- _| no I 


(Xn - 0 2 

因此最终的收敛速度是由右边这个数所确定的. 


2尸 (0 I 




附录一 §1.4 的图像参考答案 


这个附录对 §1.4 “函数的图像表示”中的作图题提供图像的参考 答案- 
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习題 323( c ) : 


y = arcsin 
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7 ^) 


/⑷， （b) y 


习題 329.1 :⑻ y = e’、 ’， （f) y = lgf(x) } (g) y = arccot f(x) 

注在作习题 329.1 的图像时，所取的 a ,6 数值使得 / 的最大值 
{ —/ )2 <1. 如果改变 a ， 6使得这个最大值大于1或等于1，则各 
个分图的图像会不一样. 


mm 


Hi 
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习題 359 /(x) {x > 0) 的偶延拓和奇延拓： （ a) f(x ) = 


(c) f{x) = y/x, (d) f(x) = sinx, (e) f(x)= 


倾 X )) 



2 , 

W > 2, 

= 州 (X 







习題 369(d) : 
x = cosh t, 
y = sinhi 
(双曲洩） 


习題 369(e): 
x = 5 cos 2 t, 
y = 3 sin 2 t 



习题 37(U(a): 
x 2 — xy + t/ 2 = 1 

(椭圓） 



习題 370.1(b) : 


x 3 -h 2 / 3 - 3xy = 0 


(笛卡儿叶形线) 





■ 



习題 369(f) : 
x = 2(1 — sini), 
y = 2(1 - cost) 

(摆线） 



y = y/t + \ (t > 0) 


习题 370.1(c) : 
y/x+ y/y = I 

(抛物线） 


习题 370.1(d) : 



(星形线) 
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习题 371.1( a ) : r = ^ 
(阿基米德螺线） 


(双曲蟬线〉 


■ 


习题 371.1( c ) :r = # 
(0 ^ < + 00 ) 
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■ 












371.2(b) : 




习題 371.3(a) : 





附录二 §2.12 的图像参考答案 

这个附录对 §2.12 “根据特征点作函数图像”中的习题提供图像的参考答案，在图像 
上标出了有关的特征点和渐近线. 
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附录三命题索引 


本书在写作过程中发现，除了对《习题集》中的部分习题作讲解之外，还需要补充 
若干重要的命题，并对其中的一部分给出证明.为方便读者检索，特编写此附录，其中列 


出命题编号、内容与页码. 

命题 1.1 关于算术平均值、几何平均值和调和平均值的不等式 . 19 

命题 1.2 当数列可分成 A : 个收敛子列时求上下极限的方法 . 42 

命题 1.3 数 a 是数列的聚点的充要条件 . 43 

命题 1.4 计算数列极限时可用代入法的几种常见情况 . 58 


命题 1.5 
命题 1.6 

命题 1.7 

命题 1.8 
命题 1.9 


非常值周期函数有一个连续点则存在最小正周期 • 


73 


周期不可公度的两个周期函数之和不是周期函数的一个充分条件. • • • 73 


设 n 为非零整数，则有 
从 lim 

x —*0 


(1 + - 1 - 


x — smx 


= 0开始的几个极限计算 


106 


113 


迭代生成数列若收敛则其极限是迭代函数的不动点 . 131 


命题 1.10 迭代生成数列具有单调性的两种情况 . 132 

命题 1.11 一 致连续函数的三个基本性质 . 176 

命题 2.1 导函数的介值定理（即达布定理） . 269 

命题 2.2 区间上的导函数不会有第一类不连续点 . 270 

命题 2.3 凸函数的支撑线定理 . 299 

命题 2.4 对可微凸函数的刻画 . 300 

命题 2.5 对二阶可微凸函数的刻画 . 300 

命题 2,6 延森不等式 . 301 

命题 2.7 广义算术平均值-几何平均值不等式 . 302 

命题 2.8 赫尔德不等式 . 302 

命题 2.9 闵可夫斯基不等式 . 303 


命题 2.10 用于^型不定式的洛必达法则 . 321 

命题 2.11 最佳一致逼近多项式的切比雪夫定理 . 356 


命题 2.12 W ^的非平凡解是凸函数的证明 . 373 

命题 2.13 保证牛顿求根法成功的充分条件 . 395 
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